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Introduccion

1.1 Motivacion

Empezaremos esta aventura con un poco de historia. Una de las edificaciones mas
importantes de la cultura romana, es sin lugar a duda fue el Pante6n. Considerado por
pintores de la talla de Miguel Angelo como una obra “Angelical y no humana” [1]. En el
area de materiales es destacable que no tuviera ningun tipo de refuerzo de acero, como en
los estdndares actuales, la construccion fue basada en variaciones del concreto. Una de
las cosas que Ilama la atencion es su domo, el cual posee un radio de curvatura de 21.7
metros y un espesor es de aproximadamente 1.5 metros en la parte superior. Las
estructuras shells se hallan en la naturaleza y los humanos las imitamos para obtener
estructuras con comportamiento mecanico en comparacion con las estructuras planas. Mi
tesis se enmarca en este contexto y busca evaluar estructuras curvas de tipo cascaron con
materiales distintos a los metales tradicionales, especificamente los compuestos

laminados.
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Figura 1 Interior del pantedn [2]. (Samuel H. Kress collection)

Los cascarones y los materiales compuestos son fundamentales en la ingenieria mecénica.
El autor Zhobyslaw Goraj [2] presenta la relevancia en cuanto al porcentaje de peso
estructural de diferentes aviones militares F-18 C/D y F-18 E/F teniendo en cuenta todos

los materiales estructurales.

Tabla 1 Porcentaje de peso estructural para los aviones militares F-18 C/D y F-18 E/F

[2]

Material F-18 C/D | F-18 E/F
Aluminio 49 31
Acero 15 14
Titanio 13 21
Carbon Epoxi 10 19
Otros 13 15
Suma 100 100

Los materiales compuestos son fundamentales a fin de reducir el peso de la estructura 'y

seran el futuro de la mayor parte de estructuras navales, automotrices, militares, etc.
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Zhobyslaw Goraj [2] presenta cuatro razones principales para la crecida de los materiales
compuestos: el costo de mantenimiento (resistencia a la fatiga, resistencia a la corrosion),
peso estructural (reducir en $60-100 por un 1kg de la estructura, reduccién del nimero de
juntas), costo de compra (reduccion en las juntas, costo de manufactura elevado) y
performance (disefio contra cagas de choque, mejorar las propiedades Aero-elasticas y

térmicas).

Relatando otro ejemplo, muchos tanques de gas licuado de petr6leo son construidos de
forma toroidal, el estdndar se encuentra basado en los requerimientos de las normas de
regulacién 67.01 de la comisidén econdmica de naciones unidas europeas [3]. Las normas
enfocan en célculo de esfuerzos y deformaciones. En este tipo de proyectos se debe
considerar varios tipos de materiales y espesores. La presion de explosién debe ser menor
a 6750 kPa. Se debe considerar que existe un cambio de volumen en el momento de la
explosion. En este contexto es necesario realizar distintos modelos matematicos los cuales
permitan predecir las deformaciones y esfuerzos. La ventaja de realizar esto permite la
evaluacion de un menor costo computacional en la evaluacién de materiales y
configuraciones geométricas como espesores y curvaturas. La imagen siguiente muestra

una geometria simplificada para el problema propuesto.

Figura 2 Simplificacion para una cascaron tipo toroide.

En las fiestas del antiguo imperio incaico se usaban ciertos recipientes para beber chicha
o usarlo para ciertos rituales. La denominacién es el quero. Se decoraba con distintas
figuras geométricas, animales y actividades referentes a la cosmovision andina.

Realmente podemos apreciar que los antiguos tenian una vision clara de los radios de
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curvaturas a emplear. A continuacién, se presentara un modelo simplificado para una

seccién de este vaso ceremonial.

L N N . T IR Ny

Figura 3 Quero: Geometria simplificada para el quero

El cuerpo humano también incluye muchas curvaturas, un claro ejemplo es el ojo. El
estudio de Whitford y otros [4] permite caracterizar el ojo dividiéndolo en nueves

regiones, como se muestra en la Figura 4.

]— Cornea

Region de transicion

~— Esclerdtica anterior

—_

= Esclerética ecuatorial

= Esclerética posterior

—
Polo posterior

Figura 4 Regiones del globo ocular

A condiciones normales la presion interna del ojo es de 15mmHg que se ejerce en el 0jo;
sin embargo, cuando se presentan enfermedades como el glaucoma la presion interna es

de 30mmHg [5]. En este contexto, es necesario la simulacion computacional a fin de
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tener resultados de deformaciones y esfuerzos que podrian servir de referencia a futuros
métodos correctivos para esta enfermedad. La representacion de la presion se muestra, a

continuacion:

U
A AN
S Y W
A ﬁf
e, -
e
- i
W -
N - i
W . S,
vy [ L
= A .

Figura 5 Cargas de presion en el ojo.

1.2 Problema

Como se ha visto en la seccion anterior, la ingenieria se encuentra avanzando en distintos
tipos de estructuras en especial las secciones curvadas. Cada vez es mas frecuente el uso
de materiales diferentes a los clasicos metales, a fin de reducir el peso de ciertas
estructuras y el costo de mantenimiento. El hecho de probar distintos espesores, tipos de
curvaturas y en algunos casos diferentes tipos de materiales; implica realizar distintos
modelamientos por cada una de las configuraciones seleccionados. Se debe tener
resultados certeros de las deformaciones y esfuerzos para cada uno de los casos
propuestos con el fin de tomar decisiones para saber cudl es la estructura mas adecuada
para cierta aplicacién. Si bien es cierto los softwares comerciales son muy buenos
prediciendo esfuerzos y deformaciones; sin embargo, el costo computacional suele ser
elevado al considerar varias configuraciones para estructura (espesor, curvatura,
materiales). Con el objetivo de reduccion del costo computacional, se necesitan de
distintos modelos que sean capaces de reproducir resultados comparables a los softwares
comerciales. Muchas veces estos modelos pueden presentar discrepancias cuando se
compara la exactitud respecto a una solucion exacta. Es por eso, una meta clara en la
mecanica computacional es la refinacion de modelos con el fin de obtener los resultados

optimos en esfuerzos y deformaciones.
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1.3 Objetivos

1.3.1  Objetivos principales

Estudiar el comportamiento estatico de cascarones con curvatura constante
empleando métodos analiticos.

1.3.2  Objetivos secundarios

Emplear modelos refinados basados en los trabajos previos de Yarasca et. al. [6],
[7]; quienes realizaron un analisis mediante algoritmo genético para poder
determinar los mejores campos de deformacion que permitan predecir las mejores

distribuciones de esfuerzos y deformaciones.

Se extendera los modelos refinados propuestos por Yarasca et. al. [6], [7] los

cuales originalmente fueron disefiados para placas.

Estudiar distintos tipos de cargas y como afectan al célculo de esfuerzos y

deformaciones.

1.4 Alcance

El alcance principal radica en el tipo de cascarones a analizar. Existen geometrias
complejas como son: los toroides, casquetes esféricos, conos, paraboloides, elipsoides,
cilindro eliptico, catenarias, entre otros. Todos los anteriores mencionados, posee un
modelamiento bastante complejo esto es; debido a que, la curvatura no puede ser
considerada como un pardmetro constante y depende de ciertas variables en torno a los
ejes coordenados. Resolver estos problemas involucra una matematica superior a la que
se presenta en esta tesis; debido a la complejidad de resolver las ecuaciones diferenciales
parciales resultantes. En esta tesis, solo nos centraremos en paneles de doble curvatura
constante; vale decir, paneles esféricos. A continuacion, se mostrara el tipo de panel a

analizar:
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Figura 6 Panel de curvatura constante

Las condiciones de contorno es un punto importante para cualquier analisis mecénico, se
debe tomar en cuenta si los cascarones se encuentran empotrados, simplemente apoyados
o libres 0 combinaciones entre estas condiciones. En esta investigacion consideramos

todos los lados del panel como simplemente apoyados, lo cual implica lo siguiente:

Figura 7 Condiciones para un panel simplemente apoyado

El material es un punto muy importante para analizar. Los materiales compuestos pueden
ser considerados como: fibrosos [8], consisten en fibras respecto a una matriz, los
particulados [9] se conforma de particulas de uno o mas materiales suspendidos en una

matriz y los laminados [9] que poseen capas de al menos dos materiales unidos. En este
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trabajo, solo nos enfocaremos en el uso de compuestos laminados. A continuacion, se

presentara un cascaron de materiales compuestos laminados.

/ \ Layers

Figura 8 Cascaron de material compuesto laminado [10].

Los materiales compuestos pueden ser considerados como anisotropos, monoclinicos o
ortotropicos. Cabe resaltar, cada uno se encuentra contenido en el anterior, por ejemplo,
un material es considerado anisétropo cuando no existen simetrias respecto a sus planos;
sin embargo, un monoclinico posee un solo plano de simetria. Un ortotrépicos se cumple
cuando los planos en si son ortogonales. Por lo que, se puede concluir que anisotropo es
el caso general y los monoclinicos y ortotropicos son casos particulares. Esto se vera en

profundidad en la seccion 2.3.3.
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Desde el punto de vista de los compuestos laminados los materiales monoclinicos se
cumplen cuando la laminacion contiene por lo menos un angulo diferente a 0 0 90;
ejemplificando 0°/45°/90° seria un material monoclinico. Los materiales ortotrépicos
solo pueden contener &ngulos iguales a 0° y 90°. En esta tesis, nos limitaremos al analisis
de materiales ortotrépicos. Para poder resolver problemas de material monoclinicos y
anisotropias de forma analitica se necesitan de métodos matematicos con una mayor
dificultad como la cuadratura diferencial o meshless. Dichos métodos seran evaluados en
futuras publicaciones del grupo de investigacion.

15 Estructura de la tesis

El modelamiento de cascarones requiere de un analisis méas detallado con respecto al de
placas (para un andlisis completo de placas, se recomienda revisar Monge y Mantari [11]).
El principal problema se encuentra en la geometria, la cual requiere de algunas técnicas
matematicas basadas en geometria diferencial para poder trabajar con la curvatura de

forma sencilla.

El segundo capitulo se refiere al estado del arte, que consta la explicacion detallada de la
geometria diferencial y el campo de desplazamiento. En cuanto, a la geometria diferencial
se toma en consideracion cuatro parametros: los parametros de Lamé, radios de curvatura,
coeficientes métricos y el volumen diferencial del cascarén. Se daran distintos enfoques

en cuanto a los campos de desplazamiento.

El tercer capitulo se centra en el contexto de la investigacion. Los campos escogidos son
hibridos y seran enfocados en el contexto de la teoria unificada de Carrera (CUF) [12].
Se muestra completamente los calculos para poder obtener el nucleo fundamental, el cual

es vital importancia para el posterior céalculo de esfuerzos y deformaciones.

El cuarto capitulo describe los casos que seran evaluados. El primer caso expuesto fue
propuesto por Reddy y Liu [13]. Se evaluaran distintos tipos de carga: bisinusoidal,
distribuida, distribuida localizada, hidrostatica transversal y puntual y distintas
configuraciones de curvatura y espesores. El segundo caso es propuesto por Luciano
Demasi [14]. Este problema fue originalmente propuesto para placas, se propone

extenderlo a cascaron empleando radios constantes.
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El quinto capitulo son las conclusiones generales y especificas en torno a los campos de
desplazamientos escogidos y en como la curvatura afecta al calculo de esfuerzos y

deformaciones.
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Estado del arte

Un cascarén es una estructura con una forma curva determinada y con grandes
capacidades de carga en comparacion a las placas. Los materiales compuestos poseen
propiedades atractivas; debido a su resistencia, alta relacion rigidez/peso, notable
resistencia a la fatiga en comparacion con los clasicos metales. Adicionalmente, los
compuestos laminados permiten flexibilidad en cuanto al disefio, permitiendo escoger
distintas laminaciones para una aplicacion especifica. Como resultado, las estructura
compuestas tipo cascarén son usadas en muchas industrias como la automotriz,

aeroespacial, civil y maritima.

La industria requiere de calculos precisos de deformaciones y esfuerzos con tal de tomar
de tomar decisiones del tipo de material y las dimensiones de la estructura a analizar. Es
por eso que muchos investigadores se encuentran enfocados en establecer teorias las

cuales puedan predecir correctamente esfuerzos y deformaciones.

En esta seccion se expondréd principios basicos de geometria diferencial, los cuales
serviran para determinar cuéles son los parametros geométricos importantes para poder
determinar los esfuerzos y deformaciones. Adicionalmente se realizard una descripcién

de los distintos campos de desplazamientos existentes en la literatura.

2.1 Principios de geometria diferencial:

La geometria diferencial es una herramienta matematica que permite describir el entorno
matematico de las curvaturas de una forma sencilla. Para poder desarrollar el analisis de

cascarones se deben establecer tres parametros basicos: Coeficientes de Lamé, radios de
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curvatura y coeficientes métricos. La exposicion de estos tres conceptos, se presentaran

en esta seccion.

Si se requiere ver con un mayor detenimiento la matematica y detalles particulares en
geometria diferencial se recomienda ver el libro clasico del autor Leissa [15] y la tesis de

doctorado del profesor Francesco Tornabene [16].

2.1.1 Determinacion de los pardmetros de Lame:

El principal problema en cascarones radica en realizar un cambio de coordenadas. Las
coordenadas que conocemos (X, Y, z) sirven para la resolucion de problemas en los cuales
se establecen secciones rectas inicamente. Dicho fendmeno puede ser comprendido de la

siguiente manera:

=

Figura 9 Coordenadas curvilineas para un panel

Como se puede ver en la imagen, el hecho de establecer secciones curvilineas dificulta el

uso de las clasicas coordenadas (x, Y, z) por ello se establecen las coordenadas curvilineas
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(a, B, z) las cuales siguen directamente la linea de accion de la curvatura, pudiendo
establecer de forma numérica los distintos limites de integracion sobre las secciones. Para
poder establecer la geometria del cascaron primero se debe realizar ecuaciones
paramétricas en torno a los distintos ejes coordenados especificamente en el plano medio.
Las ecuaciones paramétricas para el cambio de variables del plano medio se presentan, a

continuacion:

X= Ti(ap)
Y= Tagep)
Z= T34p (2.1a-c)

Escrito de forma vectorial las coordenadas rectangulares se expresan por r, tomando en

cuenta los vectores unitarios e,, e,, e se determina:
r = Tl(a,ﬁ)el + rz(a,ﬁ)ez + r3(a,ﬁ)e3 (22)

Si se calcula la derivada del vector r y analizando por regla de la cadena se tiene lo

siguiente:
or ar
dr = ad“ + ﬁdﬁ (2.3)

La ecuacion (2.3) se expresa en una notacién comun en la mayoria de las bibliografias

del tema como:
dr = reda+r,gdp (2.4)

Se debe tomar en cuenta que r,, simboliza la derivada del vector r en funcion al eje

coordenada a y r,p lade f.

La representacion gréafica en torno a dichas diferenciales es la siguiente:
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r r+dr

<y

Figura 10 Representacion de la diferencial de una longitud de arco para un panel.

Si se quiere encontrar la longitud de arco respecto a la variacion diferencial en cierta

seccion del plano medio de la curvatura se debe realizar un producto punto.

ds? = dr.dr (2.5)
Reemplazando las ecuaciones presentas en (2.4) en (2.5) se obtiene lo siguiente:

ds? =71,4.7,q (da)? + 21,4 .1, (da dB) + 1,5.7,5 (AB)? (2.6)

De la siguiente expresion se rescatan dos términos importantes:
Ay = JTa - Tha
A[g = . /T,ﬁ g (27a-b)

Donde A, y Az son los considerados coeficientes de Lameé los cuales simbolizan la
longitud vectorial de cada uno de esos vectores en torno a los ejes a y B [15]. Estos
parametros son basicos para entender el trasfondo del tipo de curvaturas. Tal como se
menciono, estos parametros pueden ser en funcion de variables o bien valores numéricos,

en lo propuesto por esta tesis, nos limitaremos a que sean constantes.
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2.1.2 Determinacion de los radios de curvatura

Los radios de curvatura son fundamentales en el estudio de los cascarones. En esta parte,
nos centraremos en como obtener los radios. En primer lugar, debemos entender los
vectores unitarios para los ejes a y f los cuales denominaremos como: t, Y tg,
respectivamente. El vector normal a t, y tg es representado como t,. En la siguiente

Figura Se muestran estos vectores.

Figura 11 Vectores tangenciales y normal para el panel.

Las relaciones para los vectores normales se encuentran directamente vinculados con la

teoria de la seccion anterior. Las expresiones matematicas para los vectores son las

siguientes:
Ta Ta
t, = — = —=—
* Irel A«
- B _TB -
tg = ol Ag (2.8a-b)

El vector normal t,, es calculado como un producto vectorial entre los vectores unitarios
de las coordenadas curvilineos a y 8. Matematicamente se expresa:

T,aXT,ﬁ
T AqAp

(2.9)

Teniendo la Ecuacidon 2.4, se diferencia la primera derivada en funcion a la diferencial
de arco (s):

dr r da
ds % gs

+r,,% (2.10)

ds

El célculo de los radios de curvatura se encuentra directamente calculados con la segunda

derivada de la parametrizacion. Se establecera dicha derivada:
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a’r

da o dp.o da\ (df d*a d?p
452 = Taa (E) + T,Bﬁ (E) + 2r,aﬁ (E) (—) +r,,—+ T,/g E (211)

ds X gs2

Si multiplicamos la ecuacion (2.11) por el vector normal unitario t,,, se tiene lo siguiente:
da ap
tn.T = th-Tqa (E)Z + tn'r'ﬁﬁ (E)Z (212)

Se debe tomar en cuenta que debido a la perpendicularidad entre los vectores tg, tz Y t,
entre si, se cumple: ;. t, = 0, 73.t, = 0 yt,,.7,43 = 0. Como se menciono, la segunda
derivada se encuentra directamente relacionada con los radios de curvatura y se

relacionan mediante la formula de Frenet-Serret [17]:

& _ (2.13)

ds? R

De las ecuaciones (2.11) y (2.12) se puede demostrar lo siguiente:

-1 tpTaa(da)?+t,.r.55(dBR)2
= a5y BB (2.14)

La ecuacion (2.6) no considero la perpendicularidad entre los vectores t, Y tg; por lo

que dicha ecuacion se reduce a:
ds =1,q.T,q (da)* +1,5.7,5 (AB)? (2.15)
Reemplazando la ecuacién (2.15) en (2.14):

-1 _ tnT.aa(da)?+ty.1,p(dB)? 216
R TqTa(da)?2+r,g.1,5(dB)? ( ) )

Los radios de curvaturas se calculan considerando df = 0y da = 0 para R, Y Rg.

Tomando en cuenta las ecuaciones (2.7a-b), se demuestra lo siguiente:

_ —TaTq
Rq = thTaa

_ —T',ﬁ.T',B _
Ry = 22 (2.17a-b)

Los radios de curvatura R, y R se encuentran relacionados con la forma de la estructura.

En esta tesis, se consideran los radios como valores numéricos constantes.
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2.1.3 Determinacion de los coeficientes métricos

Hasta el momento, solo se ha tomado la parametrizacion en torno al plano medio del
cascaron; sin embargo, debemos recordar, ese dominio solo corresponde a un &rea. Por lo
que, se debe establecer un nuevo vector el cual se encuentre vinculado con el espesor. En
este contexto, se define el vector de parametrizacion R que depende de r presentado en la
Ecuacion (2.2), del plano coordenado en z (ver Figura 12) y el vector normal t,, (ver

Ecuacion 2.9). La relacion es la siguiente:
R=r+t,z (2.18)

De la misma forma, que en la seccion 2.1.1 se calcul6 la longitud de arco del nuevo vector.

Para esto, es necesario diferenciar el vector R.
dR =dr + t,.dz + dt,.z (2.19)

La longitud de arco se encuentra representada en la Figura 12:

Figura 12 Representacion de la longitud de arco en funcion a R.

La longitud de arco se representa como:
dS? = (dr + n.dz + dn.z)(dr + n.dz + dn.z) (2.20)

La derivada del vector normal t,, se encuentra determinada por:
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Aty aty
dt, = S2da +52dp (2.21)

La derivada de la parametrizacion r fue definida en (2.4).

Debido a la perpendicularidad de vectores se establece lo siguiente [18]:

da.dff =0
da.dz =0
df.dz =20
dn.dn =1 (2.22a-d)

Si se desarrolla el producto de (2.19) y posteriormente se reemplaza (2.20) y (2.4) y (2.8a-

d), se tiene lo siguiente:

AS? = 1,0 10 (d@)? + 7.7, (AB)? + 22 (7 52 (da)? 4+ 75 T2, (AB)?) +
Oty Oty

n Zn (da)? + 52,22 (dp)? (2.23)

2 2
(dz)* + z°( TREY:

Se establecen las siguientes ecuaciones, estas no seran demostradas; sin embargo, la

explicacion detallada puede ser encontrada en la referencia [18].

Ot _ Aa
da Ry
Otn _ 4
% 7y (2.24)
Tomando en cuenta (2.24) y (2.7a-b), se establece lo siguiente:
2 2

ds? = ((Aa) (1+ ;—a)> (da)? + ((AB) (1 + é)) (da)? + (dz)? (2.25)
Se establecen los coeficientes métricos como:
Hy= 1+ RZ—a

zZ
Hp = 1+ Rs (2.26a-b)
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En los paneles establecidos para esta tesis, se establece que los coeficientes métricos no
varian en torno a @ y B, solo en funcion al espesor. Esto se debe a que R, Y Rg son

siempre valores numericos.

En base a esta informacidn los coeficientes métricos establecidos para un panel tipo placa

se tienen: R, = R = o, luego H, = Hp = 1.

Se establece tres parametros diferenciales diferentes: la longitud de arco, el area del plano
medio y el volumen del cascaron completo. En primer lugar, se debe tomar en cuenta la

longitud de arco (1D) y para esto se debe recordar la ecuacion (2.6):
ds? =71,q.7,q (da)? + 21,4 .7, (dadB) + 1,5.7,5 (AB)* (2.27)

Ignorando el segundo término de la ecuacion; debido a, la perpendicularidad del t, y tg

y reemplazando (2.7a-b). Se puede demostrar lo siguiente:
Sq = Ajda
Sp = A[;dﬁ (228&-b)

En cuanto al area se debe recordar la ecuacion (2.25):
2 2
ds? = ((Aa) (1+ ;—a)> (da)? + ((AB) (1 + é)) (da)? + (dz)? (2.29)
Las diferenciales de area se establecen como:
ds, = (A,) (1 + R—) da

dsp = (4g) (1 + é) dp (2.30a-b)

La diferencial del volumen se establece facilmente conociendo a las diferenciales de area,

se establece lo siguiente:
4V = dS, dSpdz = (A) (1+-2) (4g) (1 + @) dadpdz 2.31)

Finalmente, se reemplaza las ecuaciones (2.26a-b) en (2.31):

dV = (A,)(Hy)(Ag)(Hg) dadpdz (2.32)
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Esta es la ecuacion principal que nos ayudara en la totalidad de la tesis presentada, para

realizar los distintos analisis energéticos basados en el principio del desplazamiento.

2.2 Campos de desplazamiento

El modelo computacional se encuentra basado en el uso de modelos refinados extraidos
de los articulos de Yarasca et al. [6], [7]. La contribucion principal de esta tesis es la
extension de dichos modelos a cascarones para esto se debe tomar en cuenta todos los
pardmetros en 2.1, los coeficientes de Lamé, los radios de curvatura, los coeficientes
métricos y el volumen diferencial del cascarén. La matematica sera considerada en
referencia al principio de desplazamiento virtual y las ecuaciones gobernantes seran
resueltas aplicando las ecuaciones de Navier. Se resalta que toda esta tesis fue hecha
mediante el software Matlab.

2.2.1 Teoria de clasica de cascarones

La teoria clésica de los cascarones recoge las asunciones principales de Kirchhoff
(validas unicamente para placas) y el legado de Love [19], quien trato de hacer una
extension a secciones curvas. La bibliografia mas importante en cuanto a teorias clasicas

se puede encontrar en los libros siguientes investigadores: Leissa [15] y Soedel [20].

La teoria citada no considera los efectos transversales cortantes, ni los transversales
normales en cuanto a su relacion deformacion-desplazamiento, escrito de manera

matematicamente se establece lo siguiente:

€az =0
gz = 0
£, =0 (2.33a-c)

Las deformaciones permanecen perpendiculares al plano de la superficie media antes y

después de la deformacion. Dicho comportamiento se puede observar en la imagen.

29



No deformado

—
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Deformado Ugo Ouzo
Uzo aﬁ

_ Bugg

a8

Figura 13 Representacion de la deformacion segin la teoria clésica de cascarones.

Dada la imagen y tomando en cuenta la misma realidad para el otro eje coordenado, se
puede demostrar mediante una aproximacion geométrica, los campos de desplazamientos

siguientes:

0u,o(a,
Uy = Ugo(a,B) — Z%

0u,(a,
ug = ”Bo(a’ﬁ)—z%aﬁ)

u; = ugz(a, ) (2.34a-c)

La ecuacion demuestra que la teoria de primer orden depende solo de tres incognitas
(uQOJ Vgo» WOZ)'
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2.2.2 Teoria de primer orden (TPO)

El Instituto Tecnoldgico de Massachussets (MIT) a cargo de sus investigadores

Hildebrand, Reissner y Thomas [21] propusieron una teoria la cual podia calcular las

deformaciones transversales cortantes. Esta teoria modela los campos de desplazamiento

linealmente a través de su espesor. La siguiente imagen resume de manera intuitiva la

deformacion bajo una TPO:

No deformado

z
uﬁo
Deformado

| 4
Uzp IUg1

—_

g

dugg

aB

Ouzg

ag

Figura 14 Representacion de la deformacion segun la teoria de primer orden de
cascarones.

De la misma forma, la teoria clasica, la siguiente imagen permite demostrar las

siguientes relaciones de desplazamientos:

Uy = Ugo(@, B) + ZUg (@, B)
ug = ugo(a,B) + zug,(a, B)

Uu; = uzO(a» ﬁ)

(2.35a-c)
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La importancia comercial de esta teoria radica en que inspird6 a muchos softwares de
simulacion computacional, en especial ANSY'S; debido a, la baja cantidad de incégnitas

(U0, Ua1, Ugo, Ua1, Uzo) las cuales se necesitan solucionar. La desventaja principal es no

poder modelar el esfuerzo normal transversal.

2.2.3 Teoria de orden superior

Las teorias de orden superior son teorias que incluyen términos adicionales en los campos
de desplazamiento y de esta forma poder predecir de mejor forma el comportamiento de
los materiales frente a una carga externa. Dichas teorias pueden tener extensiones en
cuanto a términos no polindmicos y polindmicos. A continuacion, daré algunos ejemplos

de teorias de primer orden:
Ejemplo 1: Campos de deformacién con extension polindmica.

La siguiente es una teoria de tercer orden propuesta por el investigador Kant et al. [22] en
base a polinomios de Maclaurin, con 12 incdgnitas (se resalta que estas teorias son

especificamente para placas; sin embargo, se presentaran extendidas para cascarones):
Uy = Ugg + ZUgy + Z2Ugy + Z3Uys

Ug = Ugy + zupy + z%ug, + z3ugs

Uy, = Uy + ZUyy + 22Uy + 23Uy (2.36a-c)

Muchos investigadores han empleado modelos similares, pero con un menor de

incégnitas.

Modelo de Pandya y Kant [23] [9 incOgnitas]:

Uy = Ugo + ZUgy + Z%Ugy + Z3Uy3

Ug = Ugy + zupy + z%ug, + z3ug;

U, = Uy (2.37a-c)
Modelo de Roque [24] [7 incOgnitas]:

Uy = Ugo + ZUgs + Z3Ugs3
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Ug = Ugy + Zupy + 2>ups

U, = Uy (2.38a-c)
Modelo de Lo [25] [11 variables]

Uy = Ugg + ZUgq + Z2Ugy + Z3Uqys

Ug = Ugy + Zupy + z%upg, + 2°ups

Uy = Uy + ZUyp + 22Uy, (2.39a-c)

Todas las teorias del primer ejemplo son tercer orden; debido al méximo exponente de la
expansion con respecto al espesor. Su diferencia radica en la cantidad de incognitas a
analizar. Otra observacion importante, es que solo en los modelos presentados por Lo

[25] y Roque [24] se analiza la deformacidn transversal normal.

Ejemplo 2: Campos de deformacion con extension no-polinémicas:

La siguiente es una teoria de cinco incognitas presentada por mi asesor [26]:

= (1 42 ) z Ouzo
Uy = Ra Ugo Aa da f(Z)¢1

(142 z Ouzo
ug = R; Upgo A; 0 f(2) b,

U, = Uy (2.40a-c)

El campo presenta las siguientes incognitas: uy, ¢1, Vo, P2, wo. La funcion f(z)
representa una funcion a lo largo del espesor del cascaron. Existen determinadas teorias
que poseen una forma parecida a lo presentado en (2.2.3.5); originalmente la mayor parte
de dichas teorias fueron formuladas para placas; sin embargo, pueden ser facilmente

expandidas a cascarones.
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A continuacion, resumiré algunas expansiones de f(z) propuestas en la literatura:

Tabla 2 Funciones f (z) presentadas por diversos investigadores para el campo
presentado en [21].

Reissner [28]
Reddy [29]
Toratier [30]

Soldatos [31]

Investigador Funcién
z h?  z?
Ambartsumian [27] | f(2) = ;=)

472

f@)=201-5

472

f@ = 2012
2= e (59)
f(z)=h (sin (%)) — ZCOSh(%)

La idea de este ejemplo es darnos cuenta de que la funcion f(z) puede ser representada
de maltiples formas, ya sean de forma polinémica o no polinémica con tal de poder
solucionar un problema en especifico. Se tomard en cuenta de que los campos

deformacion no toman en cuenta la deformacién transversal normal.

2.2.4 Teorias unificadas

Las teorias unificadas en si son una extension de las teorias de orden superior. La
importancia radica en la posibilidad de poder estudiar diversos campos de deformacién

en un solo cadigo (dichos motivos seran expuestos mas adelante).

Empezaremos con un ejemplo, si quisiéramos expandir el modelo de Kant tomando en
cuenta un orden superior (N) y para cualquier tipo de funcion (Fsy (z)) ya sea polinémica
0 no polinémica a lo largo del espesor se tendria:
Ug = Fsougo + Fs1Ugq + FoUugy + -+ Fsyugy
uﬁ = Fsouﬁo + FSluﬂl + Fszuﬁz + -4+ FSNuﬁN
(2.41a-c)

U, = FgoUyo + Fgiuyg + Fopuyy + 0+ Foyugy

Si tomamos en cuenta una forma matricial de las ecuaciones propuestas en (2.2.4.1), se

tendra:
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[Uao UBO Uzg ]

Ugq YB1 U,
[Ya Up Uz]=[F Fsqa Fs2 - Fon] Ugo Up2 Uz (2.42)
luaNuﬁNuzNJ
Si se considera el vector [u v w] =uy, se puede demostrar lo siguiente:
Uso
Usqy
[us] = [Fso Fo1 Fsz - Fonl|ug (2.43)
Usn
Escrito de forma de sumatoria se tiene lo siguiente:
Us = FgoUgo + FsUgy + Fougy + -0+ Foyugy (2-44)
Si se escribe la ecuacion en torno a la notacion de Einstein, se tiene
u= Fu,, s=0123,..,N (2.45)

La variacional es otro parametro que debemos considerar para tener nuestras ecuaciones

analiticas. Formalmente se expresa de esta manera:
éu = Edbu, 1=0123,..,N (2.46)

Las ecuaciones presentadas en (2.2.4.5) y (2.2.4.6), se conocen como la formulacion
Unificada de Carrera (CUF) [12]. Existen otras teorias unificadas, una muy conocida es
la Demasi [32], la cual radica en tener funciones de expansion (Fgy(z)) por cada campo
de deformacidn; sin embargo, los resultados con estas teorias seran presentados en mis

futuras investigaciones.

2.2.5 Modelamiento por capa inteligente (Layerwise)

El modelo de capa inteligente los campos de deformacion se encuentran vinculados a
cada nivel de capa; es decir las incdgnitas (u) y las funciones de forma (F,) varian en
torno a capa de la estructura. La funcion que se escogid para esta esté analisis son los
polinomios de Legendre; debido a, tener un alto grado de precision en cuanto a sus
resultados. Pero se debe tener las funciones para capa inteligente también pueden
expresarse en termino de funciones no polindmicos (Véase [33]). Los campos son

expresados de la siguiente forma:
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u* = Ful = Fuk + Fuf + Euk (2.47)

Las funciones F; tienen la siguiente representacion:

Py+Py
2

F, = JFy= "R = B— P =23,..,N (2.48)

Estas funciones se escriben en torno a coordenadas locales, las cuales se definiran a
continuacion:

g = 222 donde: —1< ¢, <1 (2.49)

k

Donde, hy, es la altura relativa de cada una de las capas y z,, representa la coordenada de

la parte media de cada capa. Estas dos nuevas variables se expresan de una forma grafica
en la siguiente figura:

LD3/LM3 \  / ’_y
|I E =

LD1/LM1

Figura 15 Representacién de campo de deformacidn por Layerwise [34].

Los valores de las funciones F; se expresan de la siguiente forma:

_ _ _ 3¢%-1 _ 563 36k _ 35¢*  15g% | 3
Po—l,Pl— CkJPZ_ 2 ,P3— > —T,P4—T—T+§ (250)
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En base a los valores maximos y minimos del dominio de la coordenada local, es sencillo

demostrar lo siguiente:
Ck = 1:Ft = 1'Fb =O'F;‘ =0
sk = —LF=0F,=1F=0 (2.51)

Cuando se desarrolla el modelo layerwise se genera una interfaz entre los
desplazamientos de la parte superior de una capay la parte inferior de la capa siguiente,

con lo cual se establece:
uf = uftk=1,N-1 (2.52)

Siendo N, la cantidad total de las capas. La ventaja primordial de este método radica en
que los resultados de las distribuciones de tanto las deformaciones como los esfuerzos
corresponden a un analisis quasi-3D; sin embargo, el costo computacional es bastante

mas elevado a un andlisis de capa equivalente.

2.2.6 Modelamiento por capa equivalente

La capa equivalente representa cada capa como si fuera una sola. Si bien es cierto su costo
computacional es bajo respecto al de capa inteligente; sin embargo, la posibilidad de
obtener una distribucién precisa en cuanto a deformaciones y esfuerzos radica en el tipo
de campo a elegir. En la seccion subsiguiente se detallara todos los campos a usar en esta

tesis.

2.2.7 Modelamiento en base a zigzag

Es un tipo de modelamiento de tipo capa equivalente, que radica en el uso de las
coordenadas locales. El termino zigzag se refiere a un cambio de signo por cada capa y
ayuda a mejorar el modelamiento de la discontinuidad en las configuraciones de la

lamina.

Dicho fendmeno se considera en la figura siguiente:

37



Figura 16 Representacion de deformacion mediante teoria zigzag [34].

El campo de desplazamiento es el siguiente:
u= ug+ zuy + z%uy + z3u3 + z4u, + (—1)*Gus (2.53)

La Figura 16 representa la diferencia principal entre un campo con expansion tres y la

inclusién de una funcion zigzag.
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Contexto de la investigacion

El modelo matematico de la siguiente tesis se basa en el uso de la teoria unificada de
Carrera [12] como medio de prueba de diferentes modelos. Adicionalmente, se modelan
la geometria de los cascarones mediante principios basicos de geometria diferencial. El
material para analizar se encuentra basado en el uso de compuestos laminados
ortotropicos mediante distintas combinaciones de los angulos 0° y 90°. Se empleara el
principio de desplazamiento virtual para poder establecer las ecuaciones parciales que
gobiernan el comportamiento mecénico de la estructura. Dichas ecuaciones seran
resueltas mediante el método de Navier el cual consiste en el uso de series de Fourier
dobles.

Uno de los objetivos principales de la mecanica computacional es reducir el costo
computacional. Una estrategia poderosa es escoger distintos tipos de funciones, ya sean
polindbmicas y no polindmicas, con tal de obtener los errores mas bajos respecto a una
solucion 3D. Este procedimiento es llamado asintético/axiomatico. Esta tesis, pretende
usar los mejores campos de desplazamiento presentados en distintas publicaciones
[6], [7] para placas y extenderlos a cascarones de curvatura constante. Se debe enfatizar
que las publicaciones mencionadas también son analiticas; por lo que, eso valida la
extension de dichos campos de desplazamientos. Adicionalmente seran probados en
diferentes tipos de carga transversales los cuales no fueron evaluados en los trabajos

descritos.

3.1 Modelamiento del campo de deformaciones

Si se considera un campo en base a una extension de Maclaurin (expansién netamente
polinbmica) de orden cuatro basado en el contexto de representacion de tipo capa

equivalente, se tendra lo siguiente:
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Uy = Ugy + ZUgy + Z%Ugy + Z3Ugs + 24Uy,
_ 2 3 4
u5 = Uﬁ0+ZU,B1+Z u'32+Z u'33+Z UB4
Uy = Uy + ZUyy + Z%Uyp + Z3Uys + 24Uy, (3.1a-c)

Al siguiente campo lo denominaremos como ED4. Si a este campo se le adiciona una

expansion con efecto zigzag, se nombrara como ED4Z:

Uy = Uy + ZUgy + 22Uy + Z3Ugs + Z4Ugs + (=15 Cugs

Ug = Ugy + zupgy + z%Ug, + z3ugs + z*ug, + (1) ups

Uy = Uy + ZUyy + 22Uy + Z3Uys + 24Uy + (— 1D Guys (3.2a-C)

Esta tesis, evalUa distintos tipos de funciones de expansiones, ya sean trigonomeétricas,
exponenciales y zigzag. EI campo considerado contiene 54 términos, 15 polinomios de
Maclaurin, 3 términos zigzag, 24 términos trigonométricos y 12 exponenciales. El
desplazamiento fue inspirado en el trabajo de Filippi et al. [35]. A continuacion, se dara

el campo completo (EDZ17):

U= ug+zu; +z%uy + z3u3 + z4u, + (—D*Qus + sin(%) Ug + sin(%) u; +

sin(3hﬂ) ug + sin(4hﬂ) Ug + cos(%) Uyg + cos(%) Uyq + cos(ghﬂ) Uy +
4mz z 2z 3z 4z

cos(T) Uiz +ehuy, +ehus+ehug+eruyy, (3.3)
Los investigadores Yarasca et al. [6] formaron un robusto campo de deformacién
considerando las funciones propuestas por Filippi et al. [35] y emplearon los algoritmos
axiomaticos/asintéticos y genéticos con tal de adquirir las mejores funciones en casos
estaticos para placas. Estos modelos se denominaran modelos refinados (N HRM), donde
N es representado como la cantidad de incdgnitas. Estos modelos presentados seran
extendidos para cascarones y probados en esta tesis para multiple cantidad de cargas y
ratios de espesor (a/h) y ratios de la curvatura con respecto al lado (R/a). Los campos

seran presentados a continuacion:
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Tabla 3 Modelos hibridos refinados

Modelo

(_1)k<k Sin(N %)

an
cos( h)

2

1

2

3

12 HRM

v

15 HRM

NN

16 HRM

18 HRM

AN ENENEN

< S

20 HRM

\

< S

21 HRM

Disp. z"

0 1 2 3 4
U v v v v -
\Y, v oo v - v -
w |v v v - v
U v v v v -
Vv v v - v -
w |v v v - v
U v oo o - Vv -
Vv v v - -
w|v v - - -
U v v v v -
V v v - v -
W v v v - v
U v v - -
v | v v - - -
w |v v - -V
U v v v v -
Vv v v - v -
w |v v v - v

NSRNANENEN

RN

< S

La notacién para entender la tabla es la siguiente: (v) simboliza las variables que se

incluyen en el modelo y (-) las que son omitidas, por ejemplo, para el modelo de 12

incdgnitas, se establece el campo siguiente:

Uy

Ug

Ug

= Ugo + ZUg1 T Zzuaz + ZBu(x3 + (_1)k5k Ugs

= ugy + zug; + z3up;

= Ugxo + ZUgq + Zzuaz + Z4ua4

(3.4a-c)

Con ese procedimiento se podran obtener todos los campos refinados de la Tabla 3.

3.2 Relacion entre las deformacion-desplazamiento
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En cuanto al contexto, esta tesis solo evaluara paneles con una curvatura de tipo constante,
es decir tanto los coeficientes de Lame (A, y Ag) y radios de curvatura (R, y Rg) se

encuentran dado en cuanto a valores numéricos.

La teoria general de relaciones de deformacion-desplazamiento, fue tomada de Viola et
al. [36]:

Eaa g +

A, 0a +AaAﬁ a8 R,

1 (1 du, up A, uz)

1 ( Uy aAB 1 auﬁ+uz>

€pp = Fr
H,B Aa’AB oa A[g 6/3 R[g

1 dug u, 04, N 1 /1 0u, ug 04g
a8 = Ho\Ay 00 A A; 0B ) Hz\Ag 0f ALz 0

6uz) Ju,
0z

& — R R -
£y = 22 (352

Basado en las asunciones de curvatura constante, las ecuaciones 3.5a-f se pueden reducir

a lo siguiente:

1 /0u u
k — — (e Uz
faa Ha((')a +Ra)

1 <6uﬂ u >
k Z
gp= —|=—=+—=—=
BB Hﬁ P 5
" H,\0a ) Hg\op

1 u ou du
k = — [_Za z et
faz Ha< a+6a) 9z
G L(_u_ﬁ ai) ug
ek, = 22 (3.6a-9)
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Las ecuaciones anteriores se escriben de forma matricial de la siguiente forma, se puede
denotar que D), D, y Df, son operadores diferenciales matriciales. Las matrices A% y
Ak son términos que toman en cuenta la variacion a través del espesor de la curvatura.
Las relaciones de deformacidn-desplazamiento se expresan matricialmente en e],f que
depende de los efectos normales y cortantes en el plano y ¥ describe los efectos cortantes
transversales y transversales normales. El resumen de dichas matrices se describe, a
continuacion:

T

g;)‘ = [gfllca e,ll?cﬂ ]/gﬂ] Eﬁ = [yoltcz y[l?cz gécz]T

ek = (Df + Ay, ek = DFuk = (DK, + Dk, — AK)u¥,

-1 8
1 9 )
Ho* 0a 0 O]| [0 0 2] [E 0 0]
k 0 9 ol ok _| HT a:' k I 2 I
Dp = Hﬁkaﬁ I,an = |0 O - ka_l 'Dnz = 0 E 0 )
1 9 1 9 J [ B BJ l aJ
—%=— —%5. O 0 0 0 0 0 —
[Hg* 0B HG* da 9z
r 1 1
00 Ha"Ra"]l | Hg*R* 0 O]l
Ak = 1|, Ak = 1 : 3.7a-i
P00 J n l 0 w0 J (3.7a-1)
0 O 0 0 0 0

3.3 Relacioén esfuerzo-deformacion

El estudio general de los materiales compuestos se basa en los materiales, los cuales deben
ser considerados como anisotropicos, esto implica que no exista ningun plano de simetria
para sus propiedades. El conjunto de propiedades de los materiales se expresa a través de
sus coeficientes elasticos (C;;). Estos coeficientes elasticos en conjunto con las
deformaciones que sufre el cuerpo en accidn de una fuerza externa son basicos para poder
obtener los esfuerzos del cascardn. El tipo de ecuacion que relaciona los esfuerzos con
las deformaciones y los coeficientes elasticos son llamadas constitutivas. A continuacion,

se presentara las ecuaciones constitutivas para un material anisotropicos:
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6% 1 rrk rk pk fk ok 1rek 1
UOI‘C“ Cfy Ciz CieCyCisCi3 g‘}"{“
k rk rk q~k rk £k
9sp C15 €33 C36CCosCo3 | [ EBB
k k k ok rk rk rk k
Oap | _ | Ci6Ca6 Co6C34C35C36 || €ap (3.8)
k| Ck Ck Ck Ck Ck Ck k :
Oyz 14 L4 L340440s5046 || Eqz
k k ~k rk rk rk ok k
0Bz C15 (s C35C45655C56 €pz
k rk rk ok ~k £k
_O'ZkZ_ [C13 (a3 C36C46C56C33] _eé‘z_

La siguiente matriz contiene 21 coeficientes elasticos deben ser calculados a fin de poder
calcular los esfuerzos en el cascaron. La razon principal por la que algunos de los
coeficientes elasticos se consideran simétricos, radica en que tanto para los esfuerzos

como para las deformaciones se cumple lo siguiente [9]:
oij = gjL,j = (a,B,2)
gij = gji’ l,] = (a,B,Z) (39a'b)

Si uno de los planos de material es simétrico, se conoce como un material monoclinico.

Este sistema reduce la cantidad de coeficientes elasticos a 13:

(7 S k 1[6a]

ok C11C12 G 0 0 (i3 ok

PRI 1Cl €l €l 0 0 Cls || PP

Tap | _ | ClsCo6"Cls oy i Chs|| 5P (3.10)
k C1aCys k

Oz 0 0 O K ke €az

U;I;z 0 0 0 (G550 SEZ

Yol lelsckck o ockll

-YZZ - -“ZZ -

Si existen tres planos ortogonales de simetria, el numero de coeficientes de materiales se
reduce a solamente nueve. Estos son conocidos como material ortotropicos. Este es el
modelo de material que sera tomado en cuenta para esta tesis; el comportamiento en
materiales anisotropicos y monoclinicos se encuentra pendiente para futuras

investigaciones.

_O-(Ilca_ — k k k - _gga_
ok Ci1Ci2 0 0 0 Ci3 ek
Wl |clck 0 0 0 ck) TP
00([3 — 00 C66 9{ 0 0 eaﬁ (311)
ok, 0 0 0 Ciy 9{ 0 |]|ek,
Z zZ
k —C{(3czk3 O O O C.')I’c3- k
Lo}, | [ eX |
ZZ ZZ
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Teniendo en cuenta la Ultima ecuacion presentada, Carrera [12] propone una manera

matricial de ver estas relaciones esfuerzo-deformacion.

T T
of = oky ofs oupl . of =0k, of, of] (3.12a-b)

Al igual que en el caso de las deformaciones, el primero corresponde a los esfuerzos
normales y cortantes en el plano y los segundos a los cortantes transversales y transversal

normal. De forma generalizada se tiene en cuenta lo siguiente:
k — k .k k ok
0y = Cppép + Cpnén
ox = Cryef + Clpel (3.13a-bh)

Donde los coeficientes de los materiales se resumen de la siguiente forma:

_Cﬁ sz C1ke- _OOC{%
Cz’fp = C1kz Czkz Cécs 'Czﬁcn = 00C§3
| C16C06"CE) 100¢
0 0 0] ck,.ck 0
Ck,=10 0 0|,cl=|ckck O (3.14a-d)
55
-C1k3cz3kc3’f6- | 0 O C§3

Se reporta como se calculan dichos coeficientes en funcion a las propiedades mecanicas.
Estas son: el modulo de elasticidad E;, E,, E5, los modulos de poisson v,,, V13, V3 Y 10S
maodulos en cortantes G,,, G3, G,5. En primer lugar, se deben calcular los modulos de
Poisson v,4, V34, V34, €n funcidn a la siguiente ecuacion:

Vij _ Vit (3.15)

E; Ej

Posteriormente, se establece las siguientes ecuaciones en torno a los coeficientes de

material:
1 —=wvy3v3 V21 1t V31Vp3
Cu= —F% 7~ 0= —F—+—
E,E3A E>E3A
_ V31 + V13 _ 1=vi3vy
Cea=——F77Cn=—F77
E>E3A E{E3A
_ V3 +VipV3 _ 1=vppvy
Coz3=—F—7 7033 = —F/—/—F—
E E3A ELE;A
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Cyq = 023, Css = G13,066 = G12

A= 1-V12V21—V23V32—V31V13—2V21V32V13
E E;E3

(3.16a-j)

Se establece que los coeficientes Cu4,Cs5 Y Ceg Se relacionan directamente con los
modulos en cortantes y A representa una relacion importante entre los modulos de poisson

y de elasticidad.

Las propiedades de los materiales pueden rotar en funcion a la orientacion de la fibra.

La imagen indica la posicion del Angulo de rotacion (9):

2]

kth layer

Figura 17 Lamina de rotacion bajo cierto angulo 9 [10].

La siguiente es la matriz de rotacién para poder calcular los coeficientes de rotacion

equivalentes.

cos?(9)
sin?(9)

sin?(9)
cos?(9)

—sin(29) 0 0 0]
0

sin(29)

T = | sin(¥)cos(9)—sin(I)cos(I) cos(29)
0

0
0

0

0
0

0

0
0

0
0

0
0

0

cos(9)—sin(9)0
sin(9) cos(9¥) 0

0

0

1]

(3.17)
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Debido a la limitacion de los alcances de la tesis como el modelamiento de cascarones de
materiales ortotropicos, el angulo de rotacion solo puede ser considerado como 0 o 90,
sin embargo, aunque sea bastante limitado, esto sirve para poder desarrollar diversos

casos tanto académicos como industriales.

Las propiedades equivalentes por cada lamina se calculan basado en las ecuaciones de
Reddy [8].

[C] = [T][CI[T]" (3.18)
Teniendo esto en cuenta, las relaciones de esfuerzo-deformacion pueden ser escritas:
o = [T][C][T]"e

o= [Cle (3.19)

3.4 Principio de trabajo virtual

El principio de desplazamiento virtual se encuentra representado por dos funciones de
energia: dL;,,; que simbolizan la variacion de trabajo interno generado por deformaciones
y 6L, S€ interpreta como el trabajo la variacion del trabajo externo generado por fuerzas
externas. Expresado de una forma facil, podemos llegar a la conclusion de que todo
cuerpo se deforma por accién de una fuerza externa. Escrito de forma matematica, se

presenta la ecuacion:
OLint = OLext (3.20)

Considerado la interpretacion del trabajo interno,se refiere a las deformaciones generadas
por accidn de fuerzas externas, se puede notar que esto se representa directamente en la
primera linea de la ecuacion presentada, a continuacion. La segunda linea es representada
como el trabajo generado por la carga. Se resalta que cada uno de los términos esta

asociado a cada nivel de capa (k).

Sl o, I, {0ek ok + 56k ol Ho H* d0ydz =

ik Jo, S, (80P I H Hg* A dz (3.20)
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El primer paso para resolver la ecuacion anterior presentada es reemplazar las

ecuaciones constitutivas (3.13a-b):

T T
Sala o, I, {8ek (Clpel + Clinelt) + Sel (Clipelt + Clinel) | H* Hg* dyedz =
it Jo, S (6u P IHS" Hp A dz (3.22)

Luego, se reemplaza las ecuaciones en torno a la relacion de deformaciones-

desplazamiento presentadas en (3.7c-d):

EL, o Iy LCOF + A5)0u (Gl D+ 45) + Gl (D, + Dl — 45)) u +

((Drlfp + Drlfz - Ag)(auk))T(lep (Dzlac + Alzg) + C;Lcn(Drlfp + Drlfz -

A,’;))uk}Ha"Hﬁ" dQdz = XL, Ja, fAk{é'ukpk}HakHﬁdede (3.23)

El préximo paso radica en reemplazar los campos de deformacion propuestos en (2.45-

2.46) tanto en su forma original como su variacional:

N
Eiek1 Jo, [ (D5 + AR (F6u )T (Crp(Dy + Ap) + Cin (D + Dy — AR Fous® +
((Drlfp + Dr’fz - Ag)(ﬂ'é‘u‘rk))T(Crpr (DII)( + AI;) + Crlzcn(Drlch + Drlzcz -

A Fug Y H,  H* dQydz = 3L, Ja, fAk{SuTkpk}FTHakHﬁdekdz (3.24)

La parte matematica presentada hasta el momento corresponde a un analisis enteramente
en forma débil y esto solucionaria problemas tales como Ritz o elementos finitos. La
forma débil (“weak form”) se refiere a una integracion en tres dimensiones es decir tanto
en el dominio de la seccion del plano medio (£2;) como a través del espesor de todo el
cascaron. La tesis propuesta representa un anélisis de forma fuerte (“strong form”) en la
cual se requiere Unicamente de una integracion a través del espesor. Para poder obtener
la forma fuerte se necesita de una técnica matematica llamada integracién por partes en
la cual se subdivide la ecuacion en dos partes un entorno al plano medio y otra respecto
al borde T, teniendo en cuenta ciertas condiciones de contorno que seran expuestas mas

adelante.

Para una variable general a®, la integracion por partes [37] se encuentra determinada por:
T T T T
L, ((Da)8d*) day = - f, 5a* ((Da)"a*) dey + [, 8@ ()ak)dr,
(3.25)
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A continuacion, se procedera a implementar la técnica de integracion por partes a la

ecuacion presentada en (3.24):

N
Yt Jo S, ((urk)T ((D,’f + AT (Ck,(DE + AK) + k. (DK, + DY, — Ai‘l)) +
T
(—Dk, + Dk, — AX) (ck,(Df + Ak) + ck,(Dk, + Dk, —
Ag)) UM R FH Hg" ddz + [, [, ((urk)T ((Ip)T(cgp (D + A%) + ¢k, (D), +
T
D, — A5)) + (Lnp) (Cly(DE + A8) + Clo(DE, + D, -

A )ug*FFH Hg*dTdz = S0, [ [, {6u*p*}EH, Hg*dQy dz (3.26)
n s Igligllg 11p k k=1Jq, Ja, t P il 1B k .
Este fue el paso final para poder obtener nuestras ecuaciones diferenciales que gobiernan
el comportamiento de un cascaron de curvatura constante. La representacion de las

matrices I, y I,,, se encuentra directamente vinculada con el calculo de la integracion por

partes. Se encuentran representadas de la forma siguiente [12]:

1

I[Hak (1) O]l l[o 0 %‘k]l
Ip :I 0 H_ﬁk OI,Inp = lo 0 ﬁ‘l (327a‘b)
1 1 B
i mr O 0 0 0

Se pretende entregar las ecuaciones diferenciales las cuales gobiernan el comportamiento
estatico de cascarones en torno a un ndcleo fundamental (K,,,“™) y a un vector de carga

(P.%). Se establece lo siguiente:
Kuukrsusk = P‘rk (3.28)

El nucleo es directamente extraido de la ecuacion (3.26):

K™ = | (=EDf + EART(Cly (FDF + FAY) + Clu(FDfy + Fy, — FAY)
Ak

T
+ (=EDfy, + F, — BAY) (Ch, (D) + FA)
+ CXo(FDYy + Fy, — FAY)F,F,H,*Hg" dz
(3.29)
Hasta el momento las ecuaciones que se obtienen se encuentran en términos con

ecuaciones diferenciales parciales, estdn deben ser resueltas a fin de poder terminar las
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incognitas de los campos de desplazamiento. Una forma de resolver dichas ecuaciones
radica en el uso de las series de Fourier de dos variables, en la literatura se refiere a
solucién como el método de Navier (Unicamente valido para materiales ortotrépicos y
cascarones con una curvatura constante y condicion de contorno como simplemente
apoyado). Este método posee una ventaja en cuanto a su bajo costo computacional y
permite acoplar distintos tipos de carga teniendo en cuenta un cierto nimero de sumatoria
de los harménicos. Las sumatoria respecto a cada incognita son expresadas de la siguiente

manera:

uk = Ymn UK cos (? a) sin (%n ,8)

u’és = Ymn Ué‘s sin (% a) cos (? ,B)

uf = Yma UK sin (? a) sin (%n ,8) (3.30a-c)

En cuanto al modelamiento de la carga (en esta tesis solo presentara resultados de las

cargas de tipo transversal), se presenta de la siguiente forma:

pzs Zmn 5 Sin ( a) sin (% ﬁ) (3.31)

Los coeficientes de la carga se pueden tomar de la siguiente forma:

pl= [ f pX sin (— a) sin ( ,B) dadf (3.32)

Los coeficientes de la serie de Fourier son fundamentales a fin de obtener cualquier tipo
de carga. En esta tesis, solo expondremos carga bisinusoidal, distribuida, distribuida
localizada, hidrostatica transversal y puntual. Las imagenes de cada una de las cargas
seran presentadas en la tercera seccion, conforme sea expuesto cada una de esas cargas.

Los coeficientes serdn expuestos en la tabla siguiente:

Tabla 4 Coeficientes para distintos tipos de carga

Carga Férmula matemética Coeficiente
k — i
Bisinusoidal | Pzs(qp — Sm( “)Sm( - 5) P¥ =pk,(mn) =1
k — 16172
Uniforme | Pasiap = 7 Pf == (mn) =135,
k _ 16pz; . mmnag . mnu
=Pz,ena0—z<a PZS_nzmnsm( a )Sm(Za)

k
Distribuida | @8 ) 2 B, v B
localizada | @0 +U/2,Bo—> < B < o+ v/2 Sm( a >Sm( TRL (m,n) =123..
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Hidrostatica k
k _pZ __ 8pzscos(mm) _
transversal | Pzsop = 23 Pf=—>——, (mn) =135,..
k _ ap¥. . mmag. . mmPBy _
. _p e ) Py = —=sin(—=)sin(= =), (m,n) =
Puntual pzs(a,ﬁ) = P, en (@, fo 1,2,3,4,5, ...

La imagen presentada a continuacion es una interpretacion de las condiciones que implica

la condicion simplemente apoyado:

Figura 18 Condiciones para simplemente apoyado.

La imagen anterior deja bastante claro las posibilidades de movimiento para un cascaron

con todos los extremos simplemente apoyados.

En torno al anélisis matematico posterior del nicleo fundamental se deben desarrollar las
operaciones matematicas presentadas en (3.29) multiplicando las distintas matrices. El
nucleo fundamental posee distintas integraciones respecto a diferentes combinaciones en

cuanto a las funciones de espesor E, y F, y los coeficientes métricos HX y Hl’;"'. Dichas

combinaciones se presentan en (3.33a-d):

HE  Hf
UF JE ) = | (R FF g R —p)dz
B a Ag HB a

kT,s kT,
RN = [ (BB BBl
Ax
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k zZ k zZ
Ua"" 05" = | (FFsgHg, FeFpHg)dz
Ak

Jog = [, FeF:HEHS dz (3.33a-d)

El siguiente es el nucleo propiamente dicho, el cual sera la base para la completa
programacion de los casos presentados en esta tesis:

Ck 1
Kuut1 = ClsJag™ + 22| ~Jg™ =I5 ™+ 5™ | + ChJf™a + ClJE
Ry RE'E %
Kyuiz = ]krsaﬁ(cfz + Cgé)

Ck
Kuurz = Cl (1’“25 /’“S ) Clp e — 1’“5 — i)
B

Kyuz1 = ]kTSaﬁ(sz + C&)

Ck
Kuuzz _ C44]krzsz +R_<_]ktsz _ é{tzs k]krs> + Cé‘ krsﬁz + Cécéjkrs 2
B

k
kT, 2 12

Kyuzz = Cfy (1 g — Rk}"”ﬂ) — ClJ i B - ’“Sﬁ k/k”ﬁ
a

Ck
Kz = Cl5J ™ — k]’"s — Clyjp - k/"’“ —F /e
B
k K K k ch
TSy T,S
Kyuza = Ciilg /3— “’/3 CKJ. B - kJa“ﬁ——ka’“Sﬁ
a

Kuas = CEJE™a? + CLJE B+ Chalgr™ + 5 (C“Jé‘” +ClET + C{%/"”s>

Rlﬁ <(;z;]é<rs + C§3]a‘rsz + C23]k‘rzs> ;C::k]krs (334a-|)

Lo anteriormente presentado es lo que se debe programar, ya sea desde la perspectiva de

capa equivalente o inteligente. Existe una diferencia en cuanto a las dos perspectivas para
modelar los coeficientes métricos HE y H[’,f [37]. Bajo ESL los coeficientes métricos no

varian con respecto a cada capa, en esta tesis se considerd respecto al plano medio del

cascaron:

Hk =1+ ;—g,HL’; =1+ R_E (3.35a-h)
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La perspectiva LW posee una mayor complejidad de la programacion para los
coeficientes métricos, considera la coordenada local (ver 2.2.5), es decir, se calcula por
cada capa:

g g
HE =1+ é,H[’; =1+ R—’é (3.36a-b)

Las siguientes imagenes representan la manera correcta de programacion para cada una

de las perspectivas:

~
&,
=
2
~
e

ultilayer

Figura 19 Programacién para modelo de capa equivalente (ESL) [37].

Tal como se aprecia, el modelo ESL radica en una sumatoria de los ntcleos fundamentales
por cada capa. Es decir, si te tiene un cascaron de tres capas, simplemente se suman los

tres nlcleos fundamentales, referentes a las diferentes laminaciones.
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Figura 20 Representacién por capa equivalente (LW) [37].

El modelo de capa equivalente crea claramente una interfaz en el nucleo, el ensamble
asegura una perfecta continuidad en las distribuciones de esfuerzos y deformaciones. El
costo computacional es mayor respecto a un ESL; debido a que, la dimension del nacleo

fundamental depende directamente del nimero de capas.
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Caso de estudio

El anélisis estatico de cascarones simplemente apoyado sera tratado en esta seccion. La
geometria en este caso sera considerada como un cascaron cuadrado cuyas medias de los
lados son: a = b = 1m. Las ratios de curvatura tienen igual longitud R, = Rg = R. Su
medida es determina mediante el ratio entre la curvatura y la longitud del lado (R/a).
Diferentes ratios de espesor seran evaluados (a/h). El primer caso corresponde a un panel
con una secuencia de laminacién 0/90/0, el caso originalmente fue evaluado por los
investigadores Reddy y Liu [13]. La estructura tipo cascaron propuesta sera sometido a
cinco tipos de cargas transversales diferentes. Las cargas son las siguientes: bisinusoidal,
distribuida uniforme, distribuida localizada, hidrostatica y puntual. Los resultados son
comparados con algunas teorias de orden superior propuestas en la literatura. EI segundo
caso es una extension de un problema propuesto por el profesor Luciano Demasi [14].
Originalmente fue propuesto considerando la geometria como placa y en este trabajo se

extendera a una geometria tipo panel con dos radios de curvatura.
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Figura 21 Representacion del cascarén.

4.1 Caso 1: Reddy y Liu
El material para este caso fue tomado en base al trabajo de 1985 propuesto por los autores

Reddy y Liu [13]. Las propiedades mecanicas son presentadas en la tabla siguiente:

Tabla 5 Propiedades mecénicas para el caso 1.

Propiedades | Valor numérico
E,(GPa) 25
E,(GPa) 1
E;(GPa) 1
G1,(GPa) 0.5
G13(GPa) 0.5
G,3(GPa) 0.2

Uiy 0.25
V13 0.25
Vys 0.25

La laminacién para analizar es 0/90/0. Los resultados que se presentaran se encuentran
vinculados a la deformacién transversal w y a los esfuerzos normales a,,, €l cortante en
el plano 0,4, los cortantes transversales o,, y 0,5 Yy el transversal normal a,,. Los
resultados de las tablas presentadas para este caso seran evaluados en sus coordenadas a

y B en sus puntos donde se maximice sus incognitas en torno a las series de Fourier
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presentadas en Ecuacion 3.30a-c. Respecto, a la evaluacion bajo la coordenada z estas se
dan en puntos escogidos por Giunta et al. [38]. En este contexto, la siguiente tabla resume

los puntos de evaluacion para este caso:

Tabla 6 Puntos de evaluacion para el caso 1.

Parametro | Punto de evaluacion
w (a/2, b/2, 0)
Oua (a/2, b/2, h/2)
Ouap (0, b/2, h/2)
Ouz (a/2, 0, 0)
0Bz (a/2, 0, 0)

Los resultados de tablas y graficos seran presentados de forma adimensional bajo ciertas

normalizaciones:

_ - - = h? — 1
Uz, (Jaa: Tap Taz T,Bz) = a2p, (O-aa' Taz Tﬁz)' 0,2 = 10 P, Ozz (4.1a-c)

Los campos de deformacion fueron presentados en la tabla 3 especificamente en este caso
unicamente de emplearan los campos de 12, 15, 18 y 21 incognitas, los 2 restantes seran
empleados para el problema de Demasi. En todos los casos propuestos se asume P, =
1MPa.

4.1.1 Andlisis bajo carga bisinusoidal

Una carga transversal bisinusoidal con parametros: m, n = 1y es aplicada a cascaron (ver
Tabla 4). La aplicacion directa de la carga bisinusoidal radica en que es una forma sencilla
de poder probar la solucion de Navier; ya que, no requiere de una sumatoria de

amplitudes, como es el caso de las demas cargas que seran expuestas posteriormente.
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Figura 22 Cascaron sometido a carga bisinusoidal.

Los resultados para el desplazamiento transversal normalizado para un panel con un ratio
de espesor a/h = 5 se presenta en la tabla siguiente. Los resultados se comparan con
soluciones 3D propuestas por el autor Huang [39] adicionalmente se incluyen resultados
de teoria de orden superior propuestas por Xiao-Ping Shu [40] y “el sefior de los
cascarones” el gran Francesco Tornabene [41]. Se compara también respecto a una
solucidn tipo LD4 (ver seccion 2.2.5), este cédigo fue programado a fin de tener una
solucién cercana a los resultados propuestos por una soluciéon 3D. La solucion ED4
también fue reportada (ver Ecuacién 3.1). El porcentaje de error se calcula respecto a la
teoria 3D. Se puede notar que el porcentaje de error maximo presentado fueron menores
a 0.7%,0.45%,0.4%,0.1% para modelos reducidos con 12, 15, 18 y 21 incdgnitas,

respectivamente. El error para la solucion ED4 es de 6.15%. Y para las placas el
desplazamiento es muy préximo a la solucion 3D. El porcentaje de error de los modelos

refinados aumenta en cuanto se disminuye a la relacion R/a.

Tabla 7 Deformaciones transversales considerando a/h=5.

Diff. Diff. Diff.
Rla 2 (%) 5 %) | Plate | (%)
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Elasticity 3D [39] 1.4820 -- 1.5490 -- 1.5250 --

Huang [39] 1.4200 | 4.1835 |1.4610| 5.6811 |1.4420| 5.4426
Shu [40] 1.4820 | 0.0000 |1.5460| 0.1937 -- --

Tornabene et al. [41] | 1.4830 | -0.0675 |1.5455| 0.2260 -- --

LD4 1.4291 | 3.7019 |1.5165| 2.1418 [1.5253| -0.0172
ED4 1.4038 | 5.2735 |1.4564| 5.9786 |1.4316| 6.1231
12 HRM 1.4721 | 0.6704 |1.5425| 0.4218 |1.5192| 0.3793
15 HRM 1.4757 | 0.4235 |1.5469| 0.1379 |1.5237| 0.0880
18 HRM 1.4765 | 0.3699 |1.5479| 0.0735 |1.5247| 0.0214
21 HRM 1.4807 | 0.0905 |1.5486| 0.0234 |1.5247| 0.0224

La Tabla 7 reporta resultados de desplazamientos y esfuerzos para un cascaron delgado
con una relacién de espesor de a/h=100. El porcentaje de error se calculé en base a una
solucién LD4. Los resultados demostraron que al aumentar el nimero de incognitas se
disminuye el porcentaje de error de los esfuerzos transversales cortantes a,; sin embargo,
existe una pequena diferencia para el ,, respecto a lo obtenido con un modelo de 18 y
21 incognitas. Se puede notar que el porcentaje de error con 12 incdgnitas para el esfuerzo
g, tiene un porcentaje de error parecido a la solucion ED4 con 15 variables. Los
resultados de desplazamientos transversales son bastante proximos a una solucién LD4
en todos los campos propuestos. Tanto el valor numérico de las deformaciones como de

los esfuerzos aumenta con respecto al ratio R/a.

Tabla 8 Resultados de deformaciones transversales, esfuerzo normal y esfuerzos
cortantes transversales para a/h=100, bajo carga bisinusoidal.

10 x 103 x 103X | Diff
R/a | Model w | Diff (%) | &,, |Diff(%)| &,, |Diff(%)| 0s (%)
LD4 1.0367| -- |15555| - |0.93395| -- 1.96566| --

ED4 1.0361| 0.0526 |1.5580| -0.1643 |0.66693 | 28.5904 |1.74654|11.1475
5 |12HRM [1.0364| 0.0310 |1.5569| -0.0912 |0.94939| - 1.6524 |1.74645|11.1524
15HRM [1.0364| 0.0310 |1.5569| -0.0912 |0.94859| -1.5674 |1.78004 | 9.4435
18 HRM |1.0364| 0.0310 |1.5569| -0.0920 | 0.94438| -1.1161 |1.92204| 2.2196
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21 HRM |1.0364| 0.0275 |1.5570| -0.0949 |0.94441| -1.1196 |1.92142| 2.2510
LD4 3.6240 -- 4.7366 -- 3.2887 -- 6.9021 --
ED4 3.6207| 0.0921 |4.7361| 0.0103 | 2.3391 | 28.8743 | 6.1219 |11.3042
12 HRM |3.6239| 0.0032 |4.7360| 0.0136 | 3.3319 | -1.3132 | 6.1254 |11.2528
20 15HRM |3.6239| 0.0030 |4.7360| 0.0134 | 3.3291 | -1.2285 | 6.2437 | 9.5388
18 HRM [3.6239| 0.0029 [4.7360| 0.0130 | 3.3143 | -0.7786 | 6.7421 | 2.3183
21 HRM [3.6239| 0.0021 |4.7360| 0.0124 | 3.3143 | -0.7793 | 6.7421 | 2.3178
LD4 4.2128 -- 5.3926 -- 3.9469 -- 8.2820 --
ED4 4.2087| 0.0982 |5.3916| 0.0172 | 2.8061 | 28.9027 | 7.3439 |11.3266
12 HRM |4.2131| -0.0061 |5.3925| 0.0007 | 3.9978 | -1.2916 | 7.3495 |11.2587
Placa 15HRM |4.2131| -0.0064 |5.3925| 0.0004 | 3.9945 | -1.2070 | 7.4915 | 9.5443
18 HRM [4.2131| -0.0065 |5.3925| 0.0001 | 3.9767 | -0.7571 | 8.0895 | 2.3239
21 HRM [4.2131| -0.0067 |5.3925| 0.0000 | 3.9767 | -0.7572 | 8.0895 | 2.3239

La Tabla 8 reporta los resultados de esfuerzos y deformaciones considerando un ratio de

espesor de a’h = 10 y distintos ratios entre lado y curvatura (R/a). En todos los casos se

reporta un mayor valor numérico de la deformacion transversal respecto a la solucién

LD4. El error de la deformacién tiende a incrementar como el ratio R/a decrece. El error

del esfuerzo normal es menor a 0.18%, 0.14%,0.11%,0.09% para los modelos de 12, 15,

18 y 21 incognitas, respectivamente considerando todos los ratios (R/a) evaluados. El

modelo ED4 presenta un maximo de 1.2%. Se puede ver una mejora notable del esfuerzo

cortante transversal g5, considerando los modelos 18 HRM y 21 HRM teniendo en cuenta

un porcentaje error maximo de 3.03%. Respecto al esfuerzo &,,, los resultados son

bastante aceptables teniendo un porcentaje de error de 2.35%, 1.83%, 1.41% y 1.44%

para 12, 15, 18 y 21 incdgnitas.
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Tabla 9 Resultados de deformaciones transversales, esfuerzo normal y esfuerzos

cortantes transversales para a/lh=10 bajo carga bisinusoidal.

10 x -100 x 100 x 100 x
R/a | Model w Diff (%) | G,, | Diff (%) | 0Oap | Diff (%) | 7,, |Diff(%)| 0p, | Diff (%)
LD4 7.2718 -- 5.8277 -- 1.4471 -- 3.4260 -- 1.1883 --
ED4 6.9738 | 4.0973 |5.7676| 1.0325 | 1.4117| 2.4463 | 2.5445| 25.7285 | 1.0016 | 15.7138
12 HRM | 7.3183 | -0.6395 |5.8174| 0.1777 |1.4225| 1.6941 | 3.5065 | -2.3503 | 1.0393 | 12.5402
° 15HRM | 7.3210 | -0.6775 |5.8198| 0.1365 |1.4188 | 1.9521 | 3.4886 | -1.8274 | 1.0693 | 10.0108
18 HRM | 7.3220 | -0.6899 |5.8216| 0.1048 |1.4191 | 1.9340 |3.4743| -1.4108 | 1.1617 | 2.2427
21 HRM | 7.3238 | -0.7148 |5.8227| 0.0866 | 1.4350 | 0.8327 |3.4752| -1.4357 | 1.1613| 2.2715
LD4 7.4733 -- 5.9345 -- 2.1744 -- 3.5408 -- 1.2249 --
ED4 7.1375 | 4.4934 |5.8699| 1.0873 |2.1109 | 2.9164 |2.6112 | 26.2536 | 1.0275| 16.1175
12 HRM | 7.5064 | -0.4432 |5.9329| 0.0268 |2.1666 | 0.3562 | 3.6060 | -1.8414 | 1.0683 | 12.7831
10 15HRM | 7.5093 | -0.4826 |5.9354| -0.0158 |2.1630 | 0.5197 |3.5876 | -1.3225 | 1.0993 | 10.2549
18 HRM | 7.5103 | -0.4957 |5.9373| -0.0476 |2.1634 | 0.5025 |3.5729 | -0.9083 | 1.1942 | 2.5042
21 HRM | 7.5108 | -0.5024 |5.9376| -0.0530 |2.1722 | 0.0977 |3.5732| -0.9150 | 1.1941 | 2.5116
20 |LD4 7.5207 -- 5.9376 - 2.5333 - 3.5677 -- 1.2335 --
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ED4 7.1636 | 4.7479 |5.8703| 1.1344 |2.4535| 3.1495 | 2.6221 | 26.5046 | 1.0317 | 16.35506
12 HRM | 7.5382 | -0.2320 |5.9362| 0.0242 |2.5316 | 0.0662 | 3.6231 | -1.5510 | 1.0733 | 12.98506
15HRM | 7.5412 | -0.2718 |5.9388 | -0.0188 | 2.5282 | 0.2018 | 3.6046 | -1.0339 | 1.1044 | 10.46209
18 HRM | 7.5422 | -0.2850 |5.9406| -0.0506 |2.5286 | 0.1848 |3.5899 | -0.6210 | 1.1998 | 2.72884
21 HRM | 7.5423 | -0.2869 |5.9408 | -0.0538 | 2.5337 | -0.0141 | 3.5899 | -0.6228 | 1.1998 | 2.73106
LD4 7.5311 - 5.9228 - 2.7440 - 3.5736 -- 1.2353 --
ED4 7.1605 | 4.9202 |5.8535| 1.1702 |2.6535| 3.2991 |2.6211 | 26.6530 | 1.0314 | 16.5104
12 HRM | 7.5360 | -0.0662 |[5.9199| 0.0487 |2.7446 | -0.0218 |3.6222 | -1.3619 | 1.0731 | 13.1346
>0 15HRM | 7.5390 | -0.1060 |5.9225| 0.0057 |2.7412 | 0.1004 |3.6038 | -0.8459 | 1.1042 | 10.6164
18 HRM | 7.5400 | -0.1193 |5.9244| -0.0262 | 2.7417 | 0.0836 | 3.5891 | -0.4338 | 1.1996 | 2.8966
21 HRM | 7.5401 | -0.1197 |5.9246| -0.0296 | 2.7445| -0.0175 | 3.5891 | -0.4342 | 1.1995 | 2.8974
LD4 7.5303 -~ 5.9059 -- 2.8818 -- 3.5731 -- 1.2352 --
ED4 7.1505 | 5.0434 |5.8352| 1.1974 | 2.7837 | 3.4041 |2.6172|26.7512 | 1.0299 | 16.6195
12 HRM | 7.5257 | 0.0609 |5.9014| 0.0761 |2.8832 | -0.0490 |3.6170 | -1.2292 | 1.0716 | 13.2464
Plate 15HRM | 7.5287 | 0.0211 |5.9040| 0.0331 |2.8799 | 0.0654 |3.5986 | -0.7140 | 1.1026 | 10.7320
18 HRM | 7.5297 | 0.0079 |5.9058| 0.0012 |2.8804 | 0.0487 |3.5839 | -0.3024 | 1.1978 | 3.0225
21 HRM | 7.5297 | 0.0077 |5.9061| -0.0029 | 2.8816 | 0.0045 |3.5839 | -0.3025 | 1.1978 | 3.0229

La Figura 23 corresponde a un panel de relacion de espesor (a/h=10) en funcidn a su ratio

a/R. Se puede apreciar que un panel tipo placa posee la maxima deflexion (a/R=0) y a

medida que aumenta el ratio a/R, la deflexion decrece. Esto implica que la curvatura es

un aspecto determinante para el calculo de la deflexion.
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Figura 23 Relacion entre el desplazamiento transversal y el ratio a/R para carga
bisinusoidal.

El siguiente andlisis representa un analisis grafico respecto a la deformacion transversal
y algunos esfuerzos. La evaluacion sera en los puntos seleccionados en la tabla 5 bajo las
coordenadas a y S y se grafica a través del espesor del cascaron. Se considera Util
entregar la gréafica en funcion al espesor normalizado (z/h) con el fin de mantener todo en

caracter adimensional.

La Figura 24 es correspondiente a la deformacion transversal, tal como se puede ver la
distribucion propuesta por la solucién ED4 se encuentra alejada de lo propuesto por una
solucion semi-exacta LD4. Las distribuciones propuestas por los modelos hibridos se

encuentran bastante cercanas al LD4, sin embargo, poseen un mayor valor numérico.
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Figura 24 Distribucion de la deformacion transversal con respecto a carga bisinusoidal.

La distribucion del esfuerzo cortante transversal G, es presentada en la Figura 25. Tal
como se puede ver, los esfuerzos de los modelos hibridos reducidos no parten
propiamente en cero como es el caso del modelo LD4; sin embargo, la solucion es mas
préxima al ED4, que no modela el efecto zigzag proporcionado por el salto dréastico en

cuanto al cambio de direccidn de la laminacion (0/90/0).
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Figura 24 Distribucion del esfuerzo cortante transversal g, con respecto a carga
bisinusoidal.
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La Figura 26 es la representacion del esfuerzo transversal ;. Se determina que tanto los

modelos ED4, 12 HRM y 15 HRM no son capaces de proporcionar una forma de
distribucion adecuada, en cuanto al comportamiento de la solucidn propuesta LD4. La
distribucion con una mayor proximidad es la entregada por los modelos 18 HRM y 21

HRM; sin embargo, no llegan a terminar en cero.
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Figura 25 Distribucion del esfuerzo transversal cortante 5, respecto a carga
bisinusoidal

El esfuerzo normal transversal en forma gréafica es presentado en la Figura 27. Se puede
notar una diferencia notoria en cuanto a su distribucion proporcionada por los modelos
hibridos. En esta parte las funciones polindmicas predicen mejor el comportamiento. Se
necesita de un refinamiento con teorias de equilibrio. Para mas informacion en el
procedimiento se recomienda ver el articulo del profesor Erasmo Viola et al. [42]. Dicho

refinamiento se encuentra fuera del alcance de esta tesis.
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Figura 26 Distribucion del esfuerzo normal transversal &,, respecto a carga
bisinusoidal

4.1.2. Analisis de carga distribuida

El andlisis para carga uniformemente distribuida es representado mediante las ecuaciones
de la Tabla 4. Se considera los parametros de la sumatoria igual a 30 (m=n=30), se
selecciona dicho numero en base a la recomendacion de Giunta et al. [38], quienes
estimaron un parametro mayor a 29 como lo adecuado. La Figura 28 representa una carga

distribuida en toda el area de un cascaron.

Figura 27 Cascaron sometido a carga distribuida.
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Los resultados para la deformacion w y esfuerzos 6,4, G4z, G, COnsiderando un ratio de
lado con respecto al espesor igual a 10 son presentados en la Tabla 10. En cuanto a la
deformacion se establece que a medida que aumenta el ratio R/a, la deformacion
disminuye. En cuanto, al porcentaje de error aumenta en medida que disminuye el ratio
de R/a para los modelos refinados. En el caso de la solucion ED4 el porcentaje de error
es menor a medida que decrece la relacion R/a; sin embargo, en el porcentaje de error es
mayor al proporcionado por modelos HRM. En el caso del esfuerzo normal, los
porcentajes de error son bastante bajos, teniendo un maximo de 0.32% para todos los
modelos propuestos; sin embargo, el modelo polinébmico (ED4) cuenta con un maximo
de 0.98%. Se demuestra una superioridad para el célculo de este fuerzo por parte de los
modelos hibridos. En cuanto a los esfuerzos cortantes se establece una mejora notable en
cuanto al porcentaje de error, por ejemplo, para el esfuerzo ,, cuando el panel es
considerado como placa para una solucion de tipo ED4 se cuenta con un porcentaje de
error de aproximadamente 25.5%; sin embargo, los modelos hibridos cuentan con
aproximadamente 0.9%,0.22%,0.03% y 0.04% para los modelos de 12, 15, 18 y 21

variables. Para el esfuerzo ag,, se afirma que al aumentar la relacion R/a aumenta el

porcentaje de error.
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Tabla 10 Resultados de deformaciones transversales, esfuerzo normal y esfuerzos

cortantes transversales para a/h=10 bajo carga uniformemente distribuido.

10 x 100 x 100 x

Ria | Modelo | w | Diff (%) | &,, |Diff(%)| &,, |Diff(%)| s | Diff (%)

LD4 11.1130 -- 8.5126 -- 6.0448 -- 3.9271 --
ED4 10.6607 | 4.0700 |8.4450 | 0.7951 | 4.5701 | 24.3959 | 3.3570 | 14.5177
12HRM | 11.2026 | -0.8069 |8.5236 | -0.1282 | 6.1682 | -2.0423 | 3.4213 | 12.8810
° 15HRM | 11.2039 | -0.8182 |8.5249 | -0.1440 | 6.1261 | -1.3451 | 3.5771 | 8.9123
18 HRM | 11.2029 | -0.8093 | 8.5260 | -0.1572 | 6.1108 | -1.0914 | 3.8904 | 0.9338
21 HRM | 11.2058 | -0.8351 |8.5281 | -0.1811 | 6.1119 | -1.1105 | 3.8894 | 0.9613

LD4 11.4333 -- 8.7032 -- 6.2286 -- 3.9999 --
ED4 10.9248 | 4.4470 |8.6291 | 0.8520 | 4.6734 | 24.9690 | 3.3987 | 15.0315
12HRM | 11.5063 | -0.6389 |8.7288 | -0.2934 | 6.3241 | -1.5330 | 3.4682 | 13.2945
10 15HRM | 11.5078 | -0.6521 |8.7303 | -0.3111 | 6.2813 | -0.8458 | 3.6259 | 9.3517
18 HRM | 11.5069 | -0.6440 |8.7315| -0.3252 | 6.2652 | -0.5875 | 3.9437 | 1.4051
21 HRM | 11.5077 | -0.6510 | 8.7324 | -0.3351 | 6.2653 | -0.5884 | 3.9430 | 1.4225

LD4 11.5090 -- 8.7199 -- 6.2719 -- 4.0162 --
ED4 10.9684 | 4.6973 | 8.6409 | 0.9057 | 4.6889 | 25.2384 | 3.4016 | 15.3038
12HRM | 11.5589 | -0.4340 |8.7455| -0.2929 | 6.3494 | -1.2368 | 3.4722 | 13.5452
20 15HRM | 11.5605 | -0.4476 |8.7470| -0.3111 | 6.3066 | -0.5532 | 3.6300 | 9.6158
18 HRM | 11.5596 | -0.4398 | 8.7483 | -0.3256 | 6.2903 | -0.2943 | 3.9483 | 1.6908
21 HRM | 11.5598 | -0.4419 |8.7490 | -0.3331 | 6.2901 | -0.2903 | 3.9477 | 1.7057

LD4 11.5257 -- 8.7037 -- 6.2812 -- 4.0192 --
ED4 10.9645 | 4.8689 |8.6212 | 0.9476 | 4.6861 | 25.3961 | 3.3973 | 15.4730
12 HRM | 11.5567 | -0.2693 | 8.7266 | -0.2629 | 6.3467 | -1.0426 | 3.4681 | 13.7114
>0 15HRM | 11.5583 | -0.2831 |8.7282 | -0.2814 | 6.3039 | -0.3607 | 3.6257 | 9.7902
18 HRM | 11.5574 | -0.2753 | 8.7295 | -0.2962 | 6.2876 | -0.1020 | 3.9436 | 1.8802
21 HRM | 11,5575 | -0.2759 |8.7301 | -0.3037 | 6.2873 | -0.0965 | 3.9431 | 1.8943

LD4 11.5247 -- 8.6818 -- 6.2805 -- 4.0183 --
ED4 10.9493 | 4.9924 |8.5968 | 0.9793 | 4.6790 | 25.4997 | 3.3919 | 15.5884
12HRM | 11.5410 | -0.1418 | 8.7018 | -0.2304 | 6.3374 | -0.9058 | 3.4626 | 13.8290
Placa 15HRM | 11.5426 | -0.1556 |8.7035| -0.2489 | 6.2946 | -0.2250 | 3.6200 | 9.9134
18 HRM | 11.5417 | -0.1479 | 8.7048 | -0.2640 | 6.2784 | 0.0334 | 3.9374 | 2.0142
21 HRM | 11.5418 | -0.1482 |8.7055 | -0.2722 | 6.2780 | 0.0392 | 3.9368 | 2.0280
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Los resultados de deformaciones en funcion al ratio a/R son comparados en la Figura 29.
Se puede notar un mayor valor numérico de los modelos hibridos refinados con respecto
al modelo LD4. Adicionalmente se incluyen resultados del profesores Reddy y Liu [13]
y de un paper presentado por mi asesor [26]. Se puede observar que la teoria de orden
superior de mi asesor presenta mejores resultados con respecto al modelo ED4 para una

relacion a/R menor a 1.2.
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Figura 28 Relacion entre el desplazamiento transversal y el ratio a/R para carga
distribuida uniformemente.

Las distribuciones de esfuerzos seran presentadas considerado R/a=5. La primera grafica
es la representacion del esfuerzo a,,, se puede denotar que los modelos refinados siguen
perfectamente la tendencia del modelo LD4. El modelo ED4 presenta cierta discrepancia

en la interfaz de laminacién.
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Figura 29 Distribucion del esfuerzo normal a,, con respecto a carga uniformemente

distribuida

La representacion del esfuerzo a,5; es presentada en la Figura 31. Para los modelos

hibridos es bastante buena en la segunda capa (90°); sin embargo, para las capas restantes

de angulo 0° existe cierta discrepancia respecto a la solucién LDA4.
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Figura 30 Distribucion del esfuerzo cortante en el plano .5 con respecto a carga

uniformemente distribuida.

El esfuerzo cortante ,, se presenta en la Figura 32. Se demuestra que los modelos

refinados de 18 y 21 variables pueden seguir la tendencia del modelo LD4.
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Figura 31 Distribucion del esfuerzo cortante trasversal a,, con respecto a carga
uniformemente distribuida.

El esfuerzo ap, se ilustra en la Figura 33. Se afirma que la tendencia del LD4 es

representada correctamente en la capa 90° por modelos de 18 y 21 variables. En cuanto a
los modelos de 12 y 15 variables y ED4 demuestran cierta discontinuidad en el cambio

abrupto de la laminacion entre capas.
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Figura 32 Distribucion del esfuerzo cortante trasversal oz, con respecto a carga
uniformemente distribuida.
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4.1.3 Analisis de carga distribuida localizada

Se analizara un panel de relacion (a/h=10) entorno a una carga distribuida entorno a una

3a b

. . .. 3b
area determinada. La area seleccionada es la siguiente: %s as—,. < p < e La

representacion grafica de la carga es la siguiente:

Z

A<ox<3ald
b/4<g<3b/4

Figura 33 Cascaron sometido a carga distribuida localizada.

En torno al andlisis de los pardmetros de Fourier se realiza en torno a un analisis de
convergencia para la solucion ED4 entorno a la deformacion w para un ratio R/a=5. En
la Figura 35 se establece un anélisis en cuanto a la cantidad de términos trigonométricos
para la ecuacion (2.3.4.11-13) y se establece 30 como un pardmetro adecuado para el

calculo de esfuerzos y deformaciones.
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Figura 34 Convergencia de la deformacion transversal para R/a=5 y a/h=10
considerando carga distribuida localizada.

Los resultados de las deformaciones y esfuerzos se presentan en la Tabla 11. La
deformacion transversal w de los modelos hibridos refinados presentan un mayor valor
numeérico respecto a la solucién LD4. El error porcentual de la deformacion disminuye al
aumentar la relacion R/a. Los modelos presentan un maximo error para R/a=5 teniendo
una diferencia maxima de 0.84%,0.89%,0.93%,0.95% para los modelos de 12, 15, 18 y
21 variables, respectivamente. El esfuerzo a,, presenta mayores valores numéricos
respecto a la solucién LD4. En cuanto, al cortante g, se establece porcentajes de error
maximos de 2.67%,2.41%,2.02% y 2.05% para los modelos de 12, 15, 18 y 21 incognitas.

El esfuerzo 6z, presenta gran discrepancia al porcentaje de error por lo que se deberia

tomar en cuenta una refinacion por equilibrio.
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Tabla 11 Resultados de deformaciones transversales, esfuerzo normal y esfuerzos
cortantes transversales para a/h=10 bajo carga distribuida localizada.

Diff | 100x | Diff | 100x [ Diff

Rfa | Model | w |Diff (%)| 6., | (%) Gy (%) Bp2 (%)
LD4 6.2222| - |51560| - | 25093 | - | 17348 | --
ED4 5.9852| 3.8084 |5.1322| 0.4622 | 1.8364 |26.8145| 1.5674 | 9.6511

s |12HRM |6.2743| -0.8375 |5.1783| -0.4321 | 2.5763 | -2.6692 | 18099 |-4.3285

15HRM |6.2778| -0.8950 |5.1773| -0.4130 | 2.5698 |-2.4135 | 1.5401 |11.2276

18 HRM |6.2797 | -0.9247 |5.1801 | -0.4677 | 25599 | -2.0162 | 1.5681 | 9.6111

21 HRM |6.2812| -0.9490 |5.1810| -0.4841 | 2.5605 | -2.0417 | 1.5655 | 9.7585
LD4 6.3874| - |52382| - | 26035 | - | 1.9694 | --

ED4 6.1183| 4.2130 |5.2081| 05752 | 1.8929 |27.2949| 1.7666 |10.2988

1o |12HRM (64273 -0.6248 |5.2649 | -0.5100 | 2.6597 |-2.1609 | 2.0337 |-3.2630

15 HRM |6.4310| -0.6835 |5.2641 | -0.4933 | 2.6529 |-1.8982 | 1.7697 |10.1384

18 HRM |6.4329 | -0.7137 |5.2669| -0.5475 | 2.6426 |-1.5033 | 1.8174 | 7.7194

21 HRM |6.4334 | -0.7203 |5.2671 | -0.5520 | 2.6428 |-1.5108 | 1.8170 | 7.7367
LD4 6.4262| - |52377| - | 26258 | - | 20279 | -

ED4 6.1389| 4.4710 |5.2037| 0.6498 | 1.9028 |27.5349| 1.8134 |10.5776

o0 |12HRM [6.4524| -0.4081 |5.2630 | 04818 | 2.6749 |-1.8678 | 2.0864 |-2.8860

15 HRM |6.4562 | -0.4671 |5.2621| -0.4654 | 2.6680 |-1.6040 | 1.8245 |10.0274

18 HRM |6.4581 | -0.4974 |5.2649 | -0.5193 | 2.6576 |-1.2103 | 1.8771 | 7.4375

21 HRM |6.4583| -0.4992 |5.2651 | -0.5220 | 2.6577 |-1.2131 | 1.8773 | 7.4273
LD4 6.4346| - |52236| -- | 26309 | - | 20427 | -

ED4 6.1357| 4.6451 |5.1869| 0.7018 | 1.9026 |27.6805| 1.8233 |10.7392

5o | 12HRM [6.4500| -0.2400 |5.2466 | 04407 | 2.6750 |-L6759 | 2.0976 |-2.6895

15 HRM |6.4538 | -0.2989 |5.2457 | -0.4240 | 2.6680 |-1.4120 | 1.8367 |10.0862

18 HRM |6.4558 | -0.3292 |5.2486 | -0.4779 | 2.6577 |-1.0191 | 1.8904 | 7.4553

21 HRM |6.4558 | -0.3297 |5.2487 | -0.4808 | 2.6577 |-1.0206 | 1.8908 | 7.4380
LD4 6.4349| - |52166| - | 26311 | - | 20442 | -

ED4 6.1320| 4.7065 |5.1790| 0.7203 | 1.9015 |27.7294| 1.8236 |10.7923

100 |12 HRM |6.4463| -0.1774 |5.2386| -0.4229 | 2.6734 | -16091 | 20979 |-2.6283

15HRM |6.4501 | -0.2363 |5.2377| -0.4061 | 2.6665 |-1.3452 | 1.8372 |10.1262

18 HRM |6.4520 | -0.2666 |5.2406 | -0.4599 | 2.6562 |-0.9527 | 1.8911 | 7.4914

21 HRM |6.4521| -0.2669 |5.2407 | -0.4632 | 2.6562 | -0.9540 | 1.8914 | 7.4732
LD4 6.4339| -- |52084| -- | 26307 | - | 20440 | -

ED4 6.1271| 4.7695 |5.1699| 0.7395 | 1.8999 |27.7784| 1.8223 |10.8451

olate| 12 HRM 6.4411| -0.1117 |5.2466 | -0.7341 | 2.6712 |-15408 | 20965 |-2.5692

15 HRM |6.4449 | -0.1705 |5.2285 | -0.3860 | 2.6643 |-1.2771 | 1.8360 |10.1763

18 HRM |6.4468 | -0.2008 |5.2313 | -0.4398 | 2.6539 |-0.8849 | 1.8898 | 7.5425

21 HRM |6.4469 | -0.2010 |5.2315| -0.4435 | 2.6540 |-0.8861 | 1.8902 | 7.5240

La Figura 36 como varia la deformacion w en funcion al ratio a/R. Se aprecia claramente

que los modelos refinados poseen una mayor deflexion respecto a la solucion LD4.
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Figura 35 Relacion entre el desplazamiento transversal y el ratio a/R para carga
distribuida localizada.

Las distribuciones seran presentadas considerando una relacién R/a=5. La deformacion
w es presentada en la Figura 37 y presenta la misma tendencia para todos los modelos

refinados; sin embargo, presentan un valor numérico mas alto respecto a la solucién LD4
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Figura 36 Distribucion de la deformacion transversal con respecto a carga distribuida
localizada.
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Los modelos refinados permiten una correcta distribucion del esfuerzo normal &,,

respecto al modelo LD4, como se aprecia en la Figura 38. EI modelo ED4 falla en torno

al cambio de laminacion abrupto (0/90 y 90/0).
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Figura 37 Distribucion del esfuerzo normal &,, con respecto a carga distribuida
localizada.

La distribucion del esfuerzo cortante transversal a,, resuelta mediante los modelos

refinados presenta similitud respecto a la solucion LD4. Se establece también, tanto la

parte superior de la Gltima capa, como la inferior de la primera capa poseen un valor de

cero. A continuacion, se demuestra la distribucion:
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Figura 38 Distribucion del esfuerzo cortante transversal ,, con respecto a carga
distribuida localizada.
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La Figura 40 corresponde al esfuerzo transversal normal, en este esfuerzo se determina el
modelo que representa mejor la distribucion es proporcionado por el modelo ED4. En
esta parte, se recomendaria un post-proceso de refinamiento para la gréfica mediante

ecuaciones de equilibrio.
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Figura 39 Distribucion del esfuerzo transversal normal @,, con respecto a carga
distribuida localizada.

4.1.4 Andlisis mediante carga hidrostatica transversal

Se somete el panel presentado tomando en cuenta a/h=10 a una carga hidrostatica

transversal representado en la figura siguiente:

Figura 40 Cascaron sometido a carga hidrostatica transversal.
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Los parametros de Fourier (ver ecuacion 3.31 y Tabla 4) son representados en funcion a
una gréafica de convergencia en torno a la solucion ED4. En base a Figura 42 se estima
que m=n=30 serian parametros adecuados para el posterior calculo de las distribuciones
de deformaciones y esfuerzos.

-6.326¢ T T T T T T

<o EDA
-5.33 | ,'* """"""""""" Feo i, Hoonnn Horrn S =Y
*7
5335} -
534k 1
# L 1 L 1 1 1 J
5 10 15 20 25 30 35 40

Number of trigonometric terms

Figura 41 Convergencia de la deformacion w para R/a=5 y a/h=10 considerando carga
hidrostatica transversal.

La Tabla 12 representa los resultados para la deformacion transversal w y esfuerzos a,,,
04z Opz. EN torno, a la deformacion transversal se puede notar que al disminuir la
relacion R/a, se aumenta el porcentaje de error para los modelos hibridos refinados. En
torno al esfuerzo a,, se establece un maximo de 0.3%, 0.32%, 0.33% y 0.33% para los
modelos hibridos de 12, 15, 18 y 21 variables, respectivamente. El esfuerzo &, presenta
un maximo error para R/a=5 teniendo 2.04%,1.35%,1.1% y 1.11% para los modelos de
12, 15, 18 y 21 incdgnitas. EI modelo ED4 presenta un error de 24.4% aproximadamente,
para el mismo caso. El porcentaje de error disminuye al aumentar la relacion R/a. El
esfuerzo ap, presenta mayores porcentajes de error cuando el panel es considerado como
placa (R/a=c0). El porcentaje de error aumenta al aumentar la relacion R/a. Los modelos
propuestos presentan un menor porcentaje de error para ese esfuerzo; sin embargo, los

mejores resultados se presentan para los modelos de 18 y 21 variables.
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Tabla 12 Resultados de deformaciones transversales, esfuerzo normal y esfuerzos

cortantes transversales para a/h=10 bajo carga hidrostatica transversal.

Diff Diff

Rfa | Model w |Diff(%)| &, |Diff(%)| &, (%) Tss (%)
LD4 55565 | -- | -4.2563| - |-3.0224| - | -1.9564 | --

ED4 -5.3303 | 4.0700 | -4.2225 | 0.7950 | -2.2851 |24.3957| -1.6785 |14.2071

5 |12HRM | -56013 | -0.8069 | -4.2618 | -0.1282 | -3.0841 | -2.0423 | -1.7106 |12.5644
15HRM | -5.6019 | -0.8182 | -4.2624 | -0.1440 | -3.0631 | -1.3451 | -1.7886 | 8.5813

18 HRM | -5.6015 | -0.8093 | -4.2630 | -0.1572 | -3.0554 | -1.0914 | -1.9452 | 0.5738

21 HRM | -5.6029 | -0.8351 | -4.2640 | -0.1811 | -3.0560 | -1.1105 | -1.9447 | 0.6014
LD4 57166 | -- |-43516| - |-31143| - | -1.9929 | --

ED4 -5.4624 | 4.4470 | -4.3145 | 0.8520 | -2.3367 |24.9690 | -1.6993 |14.7292

10 |12HRM | 57532 | -0.6389 | -4.3644 | -0.2934 | -3.1621 |-15330 | -1.7341 | 12.9860
15HRM | -5.7539 | -0.6521 | -4.3651 | -0.3111 | -3.1407 | -0.8458 | -1.8129 | 9.0292

18 HRM | -5.7534 | -0.6440 | -4.3658 | -0.3252 | -3.1326 | -0.5875 | -1.9719 | 1.0543

21 HRM | -5.7538 | -0.6510 | -4.3662 | -0.3351 | -3.1326 | -0.5884 | -1.9715 | 1.0718
LD4 57545 | -- | -43600| - |-31359| - | -2.0010 | --

ED4 -5.4842 | 4.6973 | -4.3205 | 0.9057 | -2.3445 |25.2384| -1.7008 |15.0041

o0 |12HRM | 57795 | 04340 | -43727 | 02929 | -3.1747 |-1.2368 | -1.7361 |13.2392
15HRM | -5.7802 | -0.4476 | -4.3735 | -0.3111 | -3.1533 | -0.5532 | -1.8150 | 9.2960

18 HRM | -5.7798 | -0.4398 | -4.3742 | -0.3256 | -3.1452 | -0.2943 | -1.9742 | 1.3430

21 HRM | -5.7799 | -0.4419 | -4.3745 | -0.3331 | -3.1450 | -0.2903 | -1.9739 | 1.3579
LD4 57628 | -- |-43518| - |-3.1406| -- | -2.0025 | --

ED4 -5.4823 | 4.8689 | -4.3106 | 0.9474 | -2.3430 |25.3961| -1.6987 |15.1744

50 |12HRM | 57784 | 02693 | -4.3633 | -0.2629 | -3.1734 |-1.0426 | -1.7341 |13.4066
15HRM | -5.7792 | -0.2831 | -4.3641 | -0.2814 | -3.1519 | -0.3607 | -1.8129 | 9.4715

18 HRM | -5.7787 | -0.2753 | -4.3647 | -0.2962 | -3.1438 | -0.1020 | -1.9718 | 1.5336

21 HRM | -5.7787 | -0.2759 | -4.3651 | -0.3037 | -3.1437 | -0.0965 | -1.9715 | 1.5477
LD4 57632 | -- |-43469| - |-31408| - | -2.0025 | --

ED4 -5.4791 | 4.9297 | -4.3051 | 0.9629 | -2.3415 |25.4480| -1.6974 |15.2321

100 |12 HRM | -5.7751 | -0.2073 | -4.3577 | -0.2479 | -3.1714 | -0.9749 | -1.7328 |13.4650
15HRM | -5.7759 | -0.2211 | -4.3585 | -0.2664 | -3.1500 | -0.2936 | -1.8116 | 9.5327

18 HRM | -5.7755 | -0.2134 | -4.3592 | -0.2814 | -3.1419 | -0.0350 | -1.9704 | 1.6001

21 HRM | -5.7755 | -0.2138 | -4.3595 | -0.2891 | -3.1417 | -0.0293 | -1.9701 | 1.6141
LD4 57623 | -- | -43409| - |-31402| - | 20021 | --

ED4 -5.4747 | 4.9923 | -4.2984 | 0.9793 | -2.3395 |25.4997 | -1.6960 |15.2903

blate |12 HRM | -5.7705 | -0.1418 | -4.3509 | -0.2304 | -3.1687 |-0.9058 | -1.7313 |135247
15HRM | -5.7713 | -0.1556 | -4.3517 | -0.2489 | -3.1473 | -0.2250 | -1.8100 | 9.5952

18 HRM | -5.7709 | -0.1479 | -4.3524 | -0.2640 | -3.1392 | 0.0334 | -1.9687 | 1.6682

21 HRM | -5.7709 | -0.1482 | -4.3527 | -0.2722 | -3.1390 | 0.0392 | -1.9684 | 1.6820
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La deformacion w es presentada en funcion a la relacién a/R es presentada en la Figura

43. Se puede apreciar, a medida que la relacion a/R disminuye, la deformacion aumenta.

Se puede notar claramente, el porcentaje de error es mayor en el modelo ED4.

5.3 . ] ,
#* 0 LD4
> 12 HRM
5.4 ol 15 HRM
eq5 | L 21HRM
........... 4
O R
55}
= -555f
5.6}
-5.65
ST}
L .
-5.75 | -
gx * e
$83.00
_Sﬂ A M X
0 0.05 0.1 0.15
a'k

0.2

Figura 42 Relacién entre el desplazamiento transversal y el ratio a/R para carga

hidrostatica transversal.

La distribucion de la deformacion es presentada en Figura 44. Se puede notar que todos

los modelos hibridos presentan la misma tendencia en cuanto a su deformacion; sin

embargo, su valor numérico es mayor al presentado por el modelo LD4. Los valores

numeéricos son menores a los presentados por el LD4 y los modelos ED4.
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Figura 43 Distribucion de la deformacion transversal con respecto a carga hidrostatica

transversal.

La distribucién del esfuerzo normal &,, se presenta en la figura siguiente. Se muestra

cierto desfase entre la solucion LD4 y ED4; debido a que, la solucion LD4 presenta una

interfaz en su matriz de ensamble. Los modelos refinados permiten obtener una

aproximacion bastante buena de toda la distribucion en si.

0.1

z/h

01+

0.2}

0.3}

04}

-0.5

o LDd4

ED4
12 HRM

15 HRM |
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21 HRM

0.2

0.1
Tover

Figura 44 Distribucion del esfuerzo normal G, con respecto a carga hidrostatica

transversal.

El esfuerzo cortante en el plano &, es representado en la Figura 46. Se puede notar que

los modelos hibridos predicen correctamente el comportamiento propuesto por la

solucién LDA4.
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Figura 45 Distribucion del esfuerzo cortante en el plano 6,4 con respecto a carga
hidrostatica transversal.

El esfuerzo cortante ,, es representado en la Figura 47. Se establece que los modelos de
18 y 21 variables son capaces de predecir el comportamiento del modelo LD4. El modelo
15 HRM y 12 HRM no predicen el cambio de laminacién. Se puede afirmar que para este

caso es decisivo la cantidad de variables a tomar en cuenta.
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Figura 46 Distribucion del esfuerzo cortante transversal a,,, con respecto a carga
hidrostatica transversal.
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El esfuerzo cortante transversal g, se presenta en la Figura 48. Se aprecia que los

modelos de 18 y 21 variables son capaces de representar la solucion propuesta por el LDA4.
Se recomendaria una refinacién por equilibrio para el caso de los modelos de 12 y 15
incdgnitas con el fin de llegar a cero en la parte superior de la ultima lamina e inferior de

la primera capa.

0.5
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Figura 47 Distribucion del esfuerzo cortante transversal a5, con respecto a carga
hidrostatica transversal.

4.1.5 Andlisis con carga puntual

Un cascardn de un ratio de espesor igual a 10 (a/h=10) es sometido a un carga puntual en

el medio del cascardn. Se representa en la figura siguiente:

Figura 48 Cascaron bajo carga puntual
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Los parametros de la serie de Fourier son considerados iguales a 101 (m=n=101),
tomando en cuenta los trabajos previos de los profesores Reddy y Liu [13]. Se presentara
el célculo de las deformaciones transversales normalizadas. En la primera tabla se usaré
el punto de evaluacion presentado en la Tabla 4; sin embargo, la normalizacion seré
distinta y es la siguiente:

w = 102 22" (4.2)

Pa?

Las deformaciones para distintos ratios R/a se presentan en la Tabla 13, se incluyen los

resultados de las teorias de orden superior presentadas en las referencias [13], [26].

Tabla 13 Deformaciones transversales normalizadas para distintos ratios de curvatura-

lado.

R/a 5 10 20 50 100 Placa
Reddy y Liu [13] [4.4340| 4.5470 | 45765 | 4.5848 | 4.5861 | 4.5865
Mantari et al. [26] [4.3665| 4.4831 | 45137 | 4.5224 | 45236 | 4.5240

LD4 45856 | 4.6692 | 4.6882 | 4.6920 | 4.6919 | 4.6912
ED4 4.5666 | 4.6227 | 4.6269 | 4.6213 | 4.6181 | 4.6143
12 HRM 4.7895| 4.8537 | 4.7989 | 4.7934 | 4.7901 | 4.7860
15 HRM 4.8139| 4.8781 | 4.8238 | 4.8183 | 4.8149 | 4.8108
18 HRM 4.6202| 4.7060 | 4.7124 | 4.7071 | 4.7038 | 4.6998
21 HRM 4.6326 | 4.6966 | 4.7029 | 4.6977 | 4.6944 | 4.6904

La Tabla 13 puede ser representada en forma grafica, teniendo en cuenta la relacion
inversa ente el lado y la curvatura (a/R), se debe tomar en cuenta que a/R=0, simboliza
que el panel es una placa cuadrada. La grafica es la siguiente:
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Figura 49 Relacion entre el desplazamiento transversal y el ratio a/R para carga puntual.

Se puede notar que la teoria de orden superior presentada por Mantari et al. [26] posee
los menores resultados de deformaciones. Los modelos de 18 y 21 variables presentan
resultados cercanos a los presentados por la solucion LD4. Las teorias de 12 y 15 variables
presentan resultados parecidos; sin embargo, se encuentran con cierta discrepancia de los
presentados por LD4. En esta parte, no se puede afirmar gue la solucion sea la exacta;
debido a, un estudio propuesto por Giunta et al. [38] afirmando que para una correcta
distribucion de esfuerzos y deformaciones se necesitaria realizar un analisis de
convergencia en cuanto al nimero de capas matematicas del material. Se necesita crear
por lo menos 16 capas para tener una solucién exacta de comparacion. A futuro se podria
trabajar en modelos méas avanzados que estén directamente vinculados exclusivamente

con la carga puntual con el fin de comparacion con algun software comercial.
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4.2 Caso 2: Laminaciéon de Demasi

El siguiente problema fue desarrollado por el profesor Demasi considerando un panel tipo
placa con ratio de espesor: a’/h=4. Se pretende estudiar este caso en funcién a distintos
ratios de curvatura-lado (R/a) con el mismo ratio de espesor propuesto. La laminacion
consiste en dos laminadas con diferentes materiales compuestos. En esta parte, solo se
analizara el panel sometido a carga bisinusoidal con magnitud igual a P, = 1MPa .La

siguiente imagen presentara la laminacion:

Lamina 2
—p

’

Lamina 1

. omm _ . nm
PE, gy = Pesin (-a)sin ()

Figura 50 Laminacion para el problema de Demasi [14].
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Las propiedades por lamina son las siguientes:

Tabla 14 Propiedades del caso de Luciano Demasi [14]

Propiedades Lamina 1 Lamina 2
E,(GPa) 25 25
E,(GPa) 1 1
E;(GPa) 1 10
G1,(GPa) 0.5 0.5
G13(GPa) 0.5 0.5
G,3(GPa) 0.2 0.2

U1y 0.25 0.25
Vg3 0.25 0.25
Uys 0.25 0.25
Angulo de
rotacion (9) 0 %

La normalizacion para las deformaciones transversales y esfuerzos se presentan se

presentan, a continuacion:

2

100R3EF=Y  _ h _ h
—zuz' Oqa = az_PZO-aa , (Oaz) O-ﬁz) = a_Pz (Oaz O-Bz) (4.3a-c)

W= Pya*
Se debe tomar que EX=1 corresponde al esfuerzo E, en la capa inferior. Para resolver
este problema los campos propuestos son los de 16 y 20 términos, respectivamente (ver
tabla 3). Los campos fueron obtenidos aplicando una mitologia similar a lo presentado

en las referencias [6].

Los resultados de esfuerzos y deformaciones presentados en la tabla seran calculados

en los siguientes puntos seleccionados:
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Tabla 15 Puntos de evaluacion para el caso 2

Parametro | Punto de evaluacion

(@/2, b/2, 0)
(@/2, b/2, h/4)
(@/2, 0, h/4)
(@/2, 0, h/4)

La Tabla 16 expone los resultados principales; cabe resaltar que el porcentaje de error

fue calculado en funcién a la solucion LDA4.

Tabla 16 Resultados de esfuerzos y deformaciones para el segundo caso.

R/a

Modelo

Diff.
(%)

Diff.

6(161 (%) 50{2

Diff.
(%)

Diff. (%)

LD4
16 HRM
20 HRM

2.1068
2.1307
2.1543

-1.1340
-2.2525

0.0627 -- 0.0880
0.0645 | -3.0020 | 0.0690
0.0628 | -0.2824 | 0.0824

21.5655
6.3743

0.3222
0.3038
0.3150

5.7084
2.2466

10

LD4
16 HRM
20 HRM

2.1025
2.1043
2.1287

-0.0822
-1.2451

0.0611 -- 0.0914
0.0621| -1.6262 | 0.0737
0.0607| 0.7151 |0.0863

19.4516
5.6502

0.3214
0.3024
0.3147

5.9222
2.1097

20

LD4
16 HRM
20 HRM

2.0955
2.0854
2.1102

0.4804
-0.7037

0.0601 -- 0.0929
0.0607 | -0.9687 | 0.0757
0.0594| 1.1964 |0.0879

18.4611
5.3068

0.3200
0.3006
0.3134

6.0677
2.0763

50

LD4
16 HRM
20 HRM

2.0897
2.0723
2.0973

0.8302
-0.3662

0.0595 - 0.0936
0.0598 | -0.5848 | 0.0769
0.0586| 1.4793 |0.0888

17.8875
5.1078

0.3189
0.2992
0.3123

6.1675
2.0678

100

LD4
16 HRM
20 HRM

2.0875
2.0677
2.0927

0.9489
-0.2516

0.0592 -- 0.0939
0.0595| -0.4587 |0.0772
0.0583| 1.5726 |0.0891

17.6997
5.0426

0.3185
0.2987
0.3119

6.2028
2.0669

Placa

LD4
16 HRM
20 HRM

2.0852
2.0629
2.0880

1.0686
-0.1359

0.0590 -- 0.0941
0.0592 | -0.3336 |0.0776
0.0580| 1.6654 |0.0894

17.5135
4.9781

0.3180
0.2981
0.3114

6.2392
2.0669
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Se puede apreciar, el porcentaje de error de las deformaciones es menor para el modelo
de 16 variables en todos los casos. En torno al esfuerzo normal se establece que en todos
los casos del modelo de 16 variables el valor expuesto es mayor a la solucion LDA4. El
modelo de 20 variables puede calcular de forma mas precisa los esfuerzos transversales,
como lo demuestra la tabla anterior. Si se requiere de una mayor precision, se podria hacer
una refinacién mediante la teoria de equilibrio 3D; sin embargo, es un trabajo a futuro y

se encuentra fuera de los alcances de esta tesis.

La distribucion para la deformaciones y esfuerzos seran presentados en las Figuras 52-55
para el siguiente ratio: a/R=5. Se consideran los puntos de evaluacion considerados en la

Tabla 14 bajo el dominio del espesor.

La deformacion transversal presenta cierta una tendencia distinta a lo presentado por los
modelos 16 HRM y 20 HRM; sin embargo, los valores numéricos son bastante cercanos.
Esta discrepancia se puede con bastante claridad en la primera lamina (-0.5<z/h<0). Se
afirma que el modelo de 20 variables presenta un mayor valor numérico al de 16 variables

en toda la distribucion.

0.5 T * T T BT x.‘_‘} T T
04} * m, x )
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#
*
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&
*
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Figura 51 Distribucion de la deformacion transversal para la laminacion de Demasi.

La distribucion del esfuerzo normal (ver Figura 53) es bastante buena para los dos campos
propuestos y se afirma que ambos modelos representan de forma correcta la tendencia de
la solucion LD4. Se puede apreciar el cambio abrupto en la distribucién en z/h=0 por el

cambio de las propiedades mecéanicas de la laminacion.
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Figura 52 Distribucion de esfuerzo normal &, para la laminacién de Demasi.

El esfuerzo transversal cortante &,, presenta una tendencia incorrecta en el caso del

modelo de 16 variables, mostrando una cierta discontinuidad en el cambio de laminacion.

El modelo 20 HRM se aproxima a la tendencia del LD4 y no presenta discontinuidad.
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Figura 53 Distribucion de esfuerzo cortante transversal g,, para la laminacion de

Demasi.

El esfuerzo normal 4,4 es presentado en la Figura 55. A diferencia, del esfuerzo g,,los

modelos de 16 y 21 siguen una tendencia del LD4. Ambos modelos no llegan a cero en
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la parte superior de la segundo capa e inferior de la primera. Este tipo de observaciones

solo son posibles si se realiza el analisis de refinacion por equilibrio.
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Figura 54 Distribucion de esfuerzo normal 5,5 para la laminacion de Demasi.

4.3 Retos a futuro

- Refinamiento por equilibrio a fin de presentar mejores los resultados en los
esfuerzos cortantes transversales a,,, d,5 y €l normal transversal a,.

- Analizar otro tipo de curvaturas variables, es decir cascarones tipo conos,
paraboloides, elipsoides, toroides, hiperboloides, entre otros. Tomando en cuenta,
se debe considerar emplear métodos como funciones radiales y el método de la
cuadratura diferencial. Se debe tomar en cuenta que el método de Navier solo
puede ser considerado para curvaturas constantes.

- Analizar otro de tipo de laminaciones (materiales monoclinicos) y compuestos
sandwich.

- Anadlisis de otro tipo de fendmenos mecanicos como vibraciones, pandeo,
problemas térmicos.

- Evaluacion de otro tipo de condiciones de contorno como empotrado o libre y

combinaciones entre ellas para cada extremo del cascaron.
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Conclusiones

Esta tesis presenta un estudio analitico para resolver problemas estaticos en cascarones
de doble curvatura considerando una curvatura constante. Los campos de deformaciones
han sido considerados como combinaciones de funciones trigonométricas, exponenciales,
zigzag y polinomios de Maclaurin sobre el espesor del cascarén. Las condiciones de
contorno fueron consideradas como simplemente apoyado en todos los extremos del
panel. Diferentes tipos de carga fueron evaluados como son la bisinusoidal,
uniformemente distribuida, distribuida localizada, hidrostatica transversal y puntual. Las
ecuaciones gobernantes fueron calculadas en funcion al principio de trabajo virtual y
resueltas mediante el método de Navier. Los resultados fueron calculados tomando en
cuenta la deformacion w, esfuerzo normal o,,, esfuerzos transversales cortantes o,
g, esfuerzo cortante en el plano o, y el esfuerzo normal transversal a,,, considerando
diferentes ratios de espesor (a/h) y de curvatura (R/a). En este contexto se establecen las

siguientes conclusiones particulares de la investigacion:

- La tesis demostrd la influencia de las funciones trigonométricas para el primer
caso (ver campos propuestos en Tabla 3) frente a las funciones exponenciales.

- El uso de combinaciones entre términos trigonométricos, exponenciales y
funciones zigzag en los campos de deformaciones (ver Tabla 3) fueron decisivos
para resolver laminaciones complejas como la presentada por el profesor Demasi.

- En todos los casos, al decrecer el ratio a/R, se incrementa la deformacion
transversal. Demostrando que la curvatura es determinante en el calculo de

desplazamientos y esfuerzos.

En base a esta tesis, posteriormente se hicieron publicaciones cientificas en torno a los
cascarones. ElI comportamiento dinamico de cascarones (Monge et al., 2018) fue
publicado en la revista Q1 Engineering Structures. Adicionalmente, se viene evaluando

la publicacion del procedimiento de como aplicar las ecuaciones de equilibrio para
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refinacion de esfuerzos cortantes y transversal normal que son de importancia en

cascarones.
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ANEXOS

Diagrama de bloques para la programacion del codigo en MATLAB:

==

Dimensiones (a.b)

Ezpazor (k)

Definir Ia zeometria

Defimir el tipo de material
3 usar y sus respectivas
laminaciones.

Curvatuwra (R, Ryl

Propiedades mecamicas:
Lodulos de elasticidad (E,, E;, Ex)
Modulo de Poizson (v, ,, 1 5. 0530

Modulo en cortante (G5, G5 Gag)

Espesor de cadz laminacidn

Defimr la  perspectiva:
capa equivalente (ESL) o
capa mtelizente (L)

Defimir los coeficientes
métricos v pardmetros de

|

Ensamblar el micleo
fimdamental (K, ") yel
nucleo de carga (B")

Calcular las integrales respecto al
+— espesor de las combinaciones de
funciones de expansion F, v F, ¥
los cosficientes métricos H, v Hp.

l

Fesolver el sistema lineal:
H;: =K, L:HJ'II Prk

» Post-proceso

Caleulo de esfilerzos |4—| Caleule de deformacionss

l

Distribuciones v
evaluacion En
puntos especificos

|

Distribuciones v
evaluacion en
puntos especificos
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